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1 Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
1.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ ïàðû (x, y) äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë x è y, åñëè äëÿ íèõ îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ðàâåíñòâà
è îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà (x1, y1) è (x2, y2) ñ÷èòàþòñÿ ðàâ-
íûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x1 = x2 è y1 = y2 .
2. Ñóììîé äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (x1, y1) è (x2, y2) íàçû-
âàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x1 + x2, y1 + y2).
3. Ïðîèçâåäåíèåì äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâà, ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è äðóãèõ îïå-
ðàöèé íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ïðèìåíÿþòñÿ òå æå çíàêè,
÷òî è äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà (x, 0)
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, (x, 0) = x,
ïîñêîëüêó
(x1, 0) + (x2, 0) = (x1 + x2, 0) è (x1, 0)(x2, 0) = (x1x2, 0).
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, 1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíèöåé è îáî-
çíà÷àåòñÿ i, ò. å. i = (0, 1). Èìååì i · i = (0, 1) (0, 1) = −1.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå
(x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0) = x+ iy. (1.1)
Ýòîò âèä íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âèäà iy íàçûâàþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè.
×èñëî 0, ò. å. êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0, 0), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
÷èñëîì, êîòîðîå îäíîâðåìåííî è äåéñòâèòåëüíîå, è ÷èñòî
ìíèìîå.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî x+ iy ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé
z, ò. å. z = x+ iy. ×èñëî x íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, à
÷èñëî y  ìíèìîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = x+ iy. Äëÿ
íèõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
x = Re(x+ iy) = Rez, y = Im(x+ iy) = Imz.
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 = x1 + iy1 è z2 = x2 + iy2 ðàâíû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî îòäåëüíîñòè ðàâíû èõ äåéñòâèòåëüíûå
è ìíèìûå ÷àñòè: z1 = z2 ⇔ x1 = x2, y1 = y2.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî x − iy íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñ êîì-
ïëåêñíûì ÷èñëîì z = x+ iy è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç z.
àññìîòðèì îïåðàöèþ äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. ×àñò-
íûì äâóõ ÷èñåë z1 è z2 íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî z, êîòîðîå óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ zz2 = z1, è îáîçíà÷àåòñÿ z =
z1
z2
. Ýòî
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óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ ëþáûõ äâóõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë (z2 6= 0) è èìååò âèä
z =
z1
z2
=
z1 z2
z2 z2
.
Â àëãåáðàè÷åñêîé çàïèñè èìååì
z =
z1
z2
=
x1x2 + y1y2
x22 + y
2
2
+ i
y1x2 − x1y2
x22 + y
2
2
.
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-
íàò. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = x + iy èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé ïëîñ-
êîñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y). Òàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êà-
ìè ïëîñêîñòè è êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îä-
íîçíà÷íûì. Îñü àáñöèññ íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíîé îñüþ, à îñü
îðäèíàò  ìíèìîé îñüþ. Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ
êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Ïðè
ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷àåòñÿ ïîëÿðíàÿ, èëè
òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
z = r(cosϕ+ i sinϕ), (1.2)
ïðè ýòîì x = r cosϕ, y = r sinϕ.
Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ÷èñëà z = x+ iy  ïîëÿðíûé ðàäèóñ
r =
√
x2 + y2 è ïîëÿðíûé óãîë ϕ, ñîîòâåòñòâåííî íàçûâàþòñÿ
åãî ìîäóëåì è àðãóìåíòîì è îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè
r = |z|, ϕ = Arg z;
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ìîäóëü îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, à àðãóìåíò  ñ òî÷íîñòüþ äî
ñëàãàåìîãî, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé öåëîå êðàòíîå 2pi. ëàâíîå
çíà÷åíèå àðãóìåíòà  argz ∈ (−pi, pi], ò. å. −pi < argz ≤ pi,
Argz = argz + 2pik, k = 0,±1,±2, . . . (1.3)
Òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé òî÷êîé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, äëÿ êîòîðîé àðãóìåíò íå îïðåäåëåí.
Åñëè z1 = z2, òî |z1| = |z2| , argz1 = argz2, Argz2 =
Argz1 + 2pik.
Äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé îðìå èìååì:
z1 · z2 = r1r2 [ cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2) ];
z1
z2
=
r1
r2
[ cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2) ];
zn = rn ( cosnϕ+ i sinnϕ ).
Êîðåíü íàòóðàëüíîé ñòåïåíè n èç z îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàêîå
êîìïëåêñíîå ÷èñëî w = n
√
z, ÷òî wn = z,
wk =
n
√
r
[
cos
ϕ+ 2pik
n
+ i sin
ϕ+ 2pik
n
]
, k = 0,±1, . . . (1.4)
Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè çíà÷åíèé ðàçëè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî n,
ïðè k = 0, 1, . . . , n− 1.
Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ââîäèòñÿ ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå (ïî-
ñêîëüêó âîçâåäåíèå ÷èñëà â ìíèìóþ ñòåïåíü íå îïðåäåëåíî),
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òàê íàçûâàåìàÿ îðìóëà Ýéëåðà,
cosϕ+ i sinϕ = eiϕ (1.5)
è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ îðìà çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1.2)
ïðèíèìàåò êîìïàêòíûé âèä:
z = r eiϕ. (1.6)
Äåéñòâèå âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü áóäåò ââåäåíî ïîçæå, è áóäåò
âèäíî, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü îðìóëû Ýéëåðà äåéñòâèòåëüíî ìîæ-
íî ïîíèìàòü êàê ìíèìóþ ñòåïåíü ÷èñëà e.
1.2 Ëèíèè è îáëàñòè íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè
Îêðåñòíîñòüþ C(δ, z0) òî÷êè z0 êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê z, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
|z − z0| < δ, ãäå δ  çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ýòî ìíî-
æåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóã ðàäèóñîì δ ñ öåíòðîì â òî÷êå
z0. Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïåðåñå÷åíèå E∩C(δ, z0) ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîé òî÷êè z0.
Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè
äëÿ ëþáîãî δ > 0 â ïåðåñå÷åíèè E∩C(δ, z0) èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê E.
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Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, ê êîòîðîé ìûñëåííî ïðèñîåäèíÿåò-
ñÿ åäèíñòâåííàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà, íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé èëè ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.
Ïîíÿòèå áåñêîíå÷íîñòè ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
îïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {zn} íà-
çûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè:
lim
n→∞
zn =∞, åñëè lim
n→∞
|zn| =∞.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî R > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð N , ÷òî äëÿ ëþáîãî n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|zn| > R, ò. å. òî÷êà zn ëåæèò âíå êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì
â òî÷êå 0 è ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó òî÷åê z, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåðàâåíñòâó |z| > R. Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
áåñêîíå÷íîñòè. Òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {zn}, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = ∞ ñîäåð-
æàòñÿ âñå ÷ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì èõ
êîíå÷íîãî ÷èñëà.
Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà E äî ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç CE. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ òî-
÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç E ′. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè E ′ ⊆ E. Îáúåäèíåíèå E ∪ E ′ = E íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì
ìíîæåñòâà E.
Ïåðåñå÷åíèå E∩CE = Γ íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà E.
11
Êàæäàÿ òî÷êà z0 ∈ Γ íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
E è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 íè îäíî
èç ìíîæåñòâ E ∩ C(δ, z0), CE ∩ C(δ, z0) íå ñîâïàäàåò ñ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì ∅.
Òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè
ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî C(δ, z0) ⊂ E. Ìíîæåñòâî E íàçûâà-
åòñÿ îòêðûòûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
âíóòðåííåé.
Ïóñòîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ è îòêðûòûìè, è çàìêíó-
òûìè.
Ìíîæåñòâî òî÷åê ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà-
çûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü
íåïðåðûâíîé êðèâîé, âñå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò äàííîìó
ìíîæåñòâó.
Ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç G, D è ò.ï.
Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè åå ãðàíèöà ÿâëÿåò-
ñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáëàñòü íàçûâà-
åòñÿ ìíîãîñâÿçíîé. ×èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàíèöû îáëà-
ñòè íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ñâÿçíîñòè îáëàñòè. Íàïðèìåð, êðóã
|z − z0| < R ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ, à êîëüöî
12
0 ≤ r < |z − z0| < R  äâóñâÿçíîé. Ìíîæåñòâî E, ñîñòîÿùåå
èç äâóõ êðóãîâ |z + 1| < 1 è |z − 1| < 1, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì,
íî íå ñâÿçíûì, òàê êàê, íàïðèìåð, öåíðû ýòèõ êðóãîâ íåëüçÿ
ñîåäèíèòü êðèâîé, âñå òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò E.
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Çàäà÷è
1.1. Íàéòè çíà÷åíèÿ:
1)
1− i
1 + i
; 2)
1
i
· 1 + i
1− i ; 3)
1 + reiθ
1− reiθ ; 4)
2 + 3i
(1 + i)2
.
1.2. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñëåäóþùèõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
1)
1
1− i ; 2)
(1− i
1 + i
)3
; 3)
(1
2
− i
√
3
2
)3
;
4)
( i5 + 2
i19 + 1
)2
; 5)
(1 + i)5
(1− i)3 .
1.3. Íàéòè ìîäóëè è àðãóìåíòû ñëåäóþùèõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
1) i; 2) −3; 3) 1 + i123;
4) −1
2
+ i
√
3
2
; 5)
1− i
1 + i
;
6) − cos pi
7
+ i sin
pi
7
; 7) (−4 + 3i)3;
8) (1 + i)8(1− i√3)−6; 9) 1 + cos pi
7
+ i sin
pi
7
.
1.4. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
1) z + z = 2 Re z; 2) z − z = 2 i Im z; 3) (z) = z;
4) (z1 + z2) = z1 + z2; 5) (z1 − z2) = z1 − z2;
6)
(
z1
z2
)
=
z1
z2
; 7) (z1z2) = z1·z2; 8) (zn) = (z)n.
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1.5. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé:
1)

∣∣∣∣z − 12z − 8i
∣∣∣∣ = 53 ,∣∣∣∣z − 4z − 8
∣∣∣∣ = 1; 2)

∣∣z2 − 2i ∣∣ = 4,∣∣∣∣z + 1 + iz − 1− i
∣∣∣∣ = 1.
1.6. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:
1) z2 = i; 2) z2 = 3− 4i; 3) z3 = −1
4) z6 = 64; 5) z7 + 1 = 0 6) z8 = 1 + i;
7) z = z3; 8) |z| − z = 1 + 2i
1.7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè w = cos
2pi
n
+ i sin
2pi
n
, òî èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî
1 + wk + w2k + · · ·+ w(n−1)k = 0
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êðàòíûì n.
Îïèñàòü îáëàñòè, çàäàííûå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíè-
ÿìè, è óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè îäíîñâÿçíûìè:
1.8. |z − z0| < R; 1.9. 1 < |z − i| < 2;
1.10. 2 < |z − i| <∞; 1.11. 0 < Re(2iz) < 1;
1.12. |z − z0| > R; 1.13. 0 < |z + i| < 2;
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1.14. Im(iz) < 1; 1.15. Re
1
z
>
1
4
.
Óêàçàòü íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà òî-
÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì íèæå ñîîòíîøåíèÿì:
1.16. Im
z + 1
z − i = 0; 1.17. |z − i|+ |z + i| < 4;
1.18. Re
z − 2i
z + 2i
= 0; 1.19. |z − 5| − |z + 5| < 6;
1.20. Arg
z − z1
z − z2 = 0; 1.21. Arg
i− z
z + i
= 0.
Çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ ñëåäóþùèå îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:
1.22. Ïåðâûé êâàäðàíò.
1.23. Ëåâàÿ ïîëóïëîñêîñòü.
1.24. Ïîëîñà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê, îòñòîÿùèõ îò ìíèìîé îñè íà
ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå òðåõ.
1.25. Âíóòðåííîñòü ýëëèïñà ñ îêóñàìè â òî÷êàõ 1 + i, 3 + i
è áîëüøîé ïîëóîñüþ, ðàâíîé 3.
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1.26. Âíóòðåííîñòü óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå z0 ðàñòâîðà pi/4,
ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî ëó÷à, ïàðàëëåëüíîãî ïîëîæèòåëü-
íîé ìíèìîé ïîëóîñè.
1.27. Ïóñòü A > 0 è C äåéñòâèòåëüíûå, à B  êîìïëåêñíàÿ
ïîñòîÿííûå è ïóñòü AC < |B|2 . Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå
A |z|2 +Bz +Bz + C = 0
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè, à òàêæå íàéòè öåíòð ýòîé
îêðóæíîñòè è åå ðàäèóñ.
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Îòâåòû
1.1 1) −i 2) 1 3) 1− r
2 + i2r sin θ
1 + r2 − 2r cos θ 4)
3− 2i
2
1.2 1) Rez =
1
2
, Imz =
1
2
2) Rez = 0, Imz = 1 3) Rez = −1, Imz = 0
4) Rez = −2, Imz = 3
2
5) Rez = 2, Imz = 0
1.3 1) |z| = 1, Argz = pi
2
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
2) |z| = 3, Argz = (2k + 1)pi, k = 0,±1,±2, . . .
3) |z| = √2, Argz = −pi
4
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
4) |z| = 1, Argz = 2pi
3
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
5) |z| = 1, Argz = −pi
2
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
6) |z| = 1, Argz = 6pi
7
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
7) |z| = 125, Argz = −pi
2
+ 3 arctg 43 + 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
8) |z| = 1
4
, Argz = 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
9) |z| = √2 cos pi
14
, Argz =
pi
14
+ 2pik, k = 0,±1,±2, . . .
1.5 1) z1 = 6 + 17 i, z2 = 6 + 8 i 2) z1 = 1− i, z2 = −1 + i.
1.6 1) z1 =
1 + i√
2
, z2 = −1 + i√
2
; 2) z1 = 2− i, z2 = −2 + i;
3) z1 = 1, z2 = −1
2
+ i
√
3
2
, z3 = −1
2
− i
√
3
2
;
4) zk = 2
(√3 + i
2
)k
, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5;
5) zk = exp
2k + 1
7
pii, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6;
6) zk =
16
√
2 exp [
pi
4
i (k +
1
8
)], k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7;
7) z1 = 0, z2 = 1, z3 = −1, z4 = i, z5 = −i; 8) z = 3
2
− 2i.
1.8 Âíóòðåííîñòü êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà R; îäíîñâÿçíà.
1.9 Âíóòðåííîñòü êîëüöà ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ 1 è 2 ñ öåíòðîì
â òî÷êå z0 = i; äâóñâÿçíà.
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1.10 Âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 = i ñ âûêîëîòîé
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé; äâóñâÿçíà.
1.11 Âíóòðåííîñòü ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïðÿìûìè
y = −1
2
è y = 0; îäíîñâÿçíà.
1.12 Âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå z0; îäíîñâÿçíà.
Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ýòîé
îáëàñòè.
1.13 Âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà 2 ñ âûêîëîòûì öåíòðîì z0 = −i;
äâóñâÿçíà.
1.14 Îòêðûòàÿ ïîëóïëîñêîñòü, ëåæàùàÿ ëåâåå ïðÿìîé x = 1.
1.15 Âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (2, 0); îäíîñâÿçíà.
1.16 Ïðÿìàÿ x− y + 1 = 0.
1.17 Âíóòðåííîñòü ýëëèïñà
x2
3
+
y2
4
= 1.
1.18 Îêðóæíîñòü |z| = 2.
1.19 ×àñòü ïëîñêîñòè, ëåæàùàÿ ñïðàâà îò ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû
x2
9
− y
2
16
= 1.
1.20 Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè z1 è z2, ñ âûðåçàííûì îòðåçêîì,
ñîåäèíÿþùèì ýòè òî÷êè.
1.21 Âíóòðåííîñòü îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè −i è i.
Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì arg(−z) = pi + argz.
1.22 Re z > 0, Im z > 0. 1.23 Rez < 0. 1.24 |Rez| < 3.
1.25 |z − (1 + i)|+ |z − (3 + i)| < 6 .
1.26
3pi
8
< arg(z − z0) < 5pi
8
.
1.27 Öåíòð îêðóæíîñòè â òî÷êå −B
A
, à åå ðàäèóñ ðàâåí
√
|B|2 −AC
A2
.
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2 Íåïðåðûâíûå óíêöèè
2.1 Ïîíÿòèå óíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî
Ñèìâîë, ïðèíèìàþùèé îïðåäåëåííûå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ
(èëè ïðîáåãàþùèé îïðåäåëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè), íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì. Íà ðàñøè-
ðåííûõ êîìïëåêñíûõ ïëîñêîñòÿõ z è w ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâåííî ìíîæåñòâà E è E1.
îâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè z çàäàíà óíêöèÿ f , åñëè êàæäîé òî÷êå z = x+iy ∈ E
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî w = u + iv ∈ E1 (êîíå÷íîå èëè
áåñêîíå÷íîå), ïèøåòñÿ w = f(z). Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ
óíêöèÿ w = f(z) ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé (âîîáùå ãîâîðÿ, ïîíÿ-
òèå ìíîãîçíà÷íîé óíêöèè ñóùåñòâóåò, íî â äàííîì ïîñîáèè ìû
íå áóäåì ïîäðîáíî êàñàòüñÿ ýòîãî âîïðîñà). Êîãäà çàäàíà óíê-
öèÿ w = f(z), ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà E â
ìíîæåñòâî E1. Òî÷êà w ∈ E1 íàçûâàåòñÿ îáðàçîì òî÷êè z ∈ E,
à òî÷êà z  ïðîîáðàçîì òî÷êè w. Ýòó óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ãäå u(x, y) = Re f(x + iy),
v(x, y) = Im f(x+iy). Òàêèì îáðàçîì, êîìïëåêñíîçíà÷íóþ óíê-
öèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðó
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äåéñòâèòåëüíûõ óíêöèé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôóíêöèÿ w = f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé â îáëàñòè D,
åñëè äâóì ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì z1 6= z2, âçÿòûì èç îáëàñòè
D, ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ óíêöèè f(z1) 6= f(z2).
Ïðè îäíîëèñòíîì îòîáðàæåíèè w = f(z) ïðîîáðàç z = f−1(w)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîçíà÷íóþ óíêöèþ ïåðåìåííîãî
w. Ïðè ðàññìîòðåíèè îäíîçíà÷íîãî, íî íå îäíîëèñòíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ ìîæíî ãîâîðèòü îá îáðàòíîé óíêöèè z = f−1(w), íî
îíà íå áóäåò îäíîçíà÷íîé.
Ïóñòü òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E.
îâîðÿò, ÷òî z ñòðåìèòñÿ ê a, z → a, åñëè, êàêîâî áû íè áûëî
δ > 0, â ïðîöåññå èçìåíåíèÿ z, íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåííîãî åãî
çíà÷åíèÿ, z ∈ E ∩ C(δ, a). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíêöèÿ w =
f(z) çàäàíà íà ìíîæåñòâå E. îâîðÿò, ÷òî ÷èñëî A ÿâëÿåòñÿ åå
ïðåäåëîì ïðè z, ñòðåìÿùèìñÿ ê a,
lim
z→a
f(z) = A,
åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè C(ε, A) íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü
C(δ, a), ÷òî äëÿ âñåõ z ∈ C(δ, a) çíà÷åíèÿ f(z) ïðèíàäëåæàò
C(ε, A). Åñëè a, A 6= ∞, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ÷èñëî A íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì óíêöèè f(z) ïðè z → a, åñëè äëÿ ëþáîãî
ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî âñåõ z ∈ E, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |z − a| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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|f(z)− A| < ε.
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà óíêöèè ýêâèâàëåíòíî ñëåäó-
þùåìó: lim
z→a
f(z) = A, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn},
zn 6= a, ñõîäÿùåéñÿ ê a, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(zn)} ñõîäèòñÿ ê
A, ò. å. lim
n→∞
f(zn) = A.
Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ äàííîé óíêöèè f(z) ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðåäåëà ïî ëþáîìó èêñèðîâàííîìó ïóòè (z → z0)
íå ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïðè z → z0.
Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå a åñëè
îíà îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè è lim
z→a
f(z) = f(a).
2.2 Ýëåìåíòàðíûå óíêöèè
Ôóíêöèþ ez åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü òåì æå ïðåäåëüíûì ñîîòíî-
øåíèåì, êîòîðûì îíà îïðåäåëÿåòñÿ â äåéñòâèòåëüíîì àíàëèçå:
ez = lim
n→∞
(
1 +
z
n
)n
. (2.1)
Ïîëàãàÿ z = x+ iy, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
lim
n→∞
∣∣∣(1 + z
n
)n∣∣∣ = ex, lim
n→∞
arg
(
1 +
z
n
)n
= y.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò è ïðåäåë (2.1), êîòîðûé â ïîëÿðíîé îðìå
çàïèñûâàåòñÿ òàê:
ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y), (2.2)
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Rez = ex cos y, Imz = ex sin y.
Ïðè y = 0 ýòà óíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèòåëüíîé óíêöèåé
ex, à ïðè x = 0 ìû ïîëó÷àåì îðìóëó Ýéëåðà (1.5) Èç ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ez:
1. Äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ z1 è z2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ez1+z2 = ez1 ez2 .
2. Ôóíêöèÿ ez ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2pii,
ez+2pii = ez.
3. Ôóíêöèÿ ez íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
4. Äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî z = x + iy èìåþò ìåñòî ðàâåí-
ñòâà
|ez| = ex, Arg ez = y.
5. Ôóíêöèÿ ez ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ, êðîìå íóëÿ, ò. å.
óðàâíåíèå ez = A ðàçðåøèìî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî
÷èñëà A 6= 0. Åñëè α = ArgA, òî âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ âûðàæàþòñÿ îðìóëîé
z = ln |A|+ i(α + 2kpi), k = 0,±1,±2, . . .
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Åñëè ez = A, òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàåòñÿ ëîãàðèìîì
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà A 6= 0 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç LnA,
LnA = ln |A|+ iArgA.
Â ÷àñòíîñòè, Ln1 = 2kpii, Ln(−1) = (2k+1)pii, Lni = (2k+ 1
2
)pii.
Ôóíêöèè sin z è cos z åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü òàê, ÷òîáû ïðè
äåéñòâèòåëüíûõ z (z = x) îíè ñîâïàäàëè ñ sin x è cos x. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
sin x =
1
2i
(eix − e−ix), cosx = 1
2
(eix + e−ix), (2.3)
óíêöèè sin z è cos z îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
sin z =
1
2i
(eiz − e−iz), cos z = 1
2
(eiz + e−iz). (2.4)
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óíêöèé
sin z è cos z:
1. Ôóíêöèè sin z è cos z íåïðåðûâíû íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè.
2. Ôóíêöèè sin z è cos z ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ, ò. å. óðàâ-
íåíèÿ sin z = A è cos z = A èìåþò ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà A.
3. Âñå îðìóëû ýëåìåíòàðíîé òðèãîíîìåòðèè, ñïðàâåäëèâûå
ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x, îñòàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè è ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿõ z.
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4. Èìåþò ìåñòî îðìóëû
Re sin(x+ iy) = sin x chy, Im sin(x+ iy) = cosx shy, (2.5)
Re cos(x+ iy) = cosx chy, Im cos(x+ iy) = − sin x shy.
(2.6)
Óðàâíåíèÿ sin z = 0 è cos z = 0 èìåþò ðåøåíèÿ òîëüêî íà äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè.
Ôóíêöèè tgz è ctgz îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
tgz =
sin z
cos z
, ctgz =
cos z
sin z
.
Ôóíêöèÿ tgz íåïðåðûâíà ïðè z 6= pi
2
+kpi, à óíêöèÿ ctgz íåïðå-
ðûâíà ïðè z 6= kpi, k = 0,±1,±2, . . .
Ôóíêöèè shz è chz îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
shz =
1
2
(ez − e−z), chz = 1
2
(ez + e−z). (2.7)
Ôóíêöèè shz è chz íåïðåðûâíû âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Çàäà÷è
2.1. Íàéòè Arg f(z), åñëè z = r eiϕ:
1) f(z) = z2; 2) f(z) = z3;
3) f(z) = 3
√
z + 1; 4) f(z) =
√
z − 8;
5) f(z) =
√
z2 − 4; 6) f(z) =
√
z − 2
z + 1
.
2.2. Íàéòè îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè ñëåäóþùèõ óíêöèé:
1) f(z) = zn, n ∈ N; 2) f(z) = ez;
3) f(z) = e3iz; 4) f(z) = z +
1
z
.
2.3. Äëÿ îòîáðàæåíèé, çàäàâàåìûõ óíêöèÿìè
1) w = z2 è 2) w =
1
z
íàéòè îáðàçû ëèíèé x = C, |z| = R, Argz = α è îáðàç îáëàñòè
|z| < r, Imz > 0.
2.4. Èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêóþ ñèìâîëèêó, çàïèñàòü îïðåäåëåíèå
íåïðåðûâíîñòè óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â îáëàñòè.
2.5. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå ïðåäåëû:
1) lim
z→i
z2 − 4iz − 3
z − i ; 2) limz→0
cos z
ch iz
;
3) lim
z→ipi/4
sin iz
ch z + i sh z
;
4) lim
z→pi/2
e2iz + 1
eiz + i
.
2.6. Äîêàçàòü, ÷òî lim
z→0
1
2i
(
z
z
− z
z
)
íå ñóùåñòâóåò.
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2.7. Äîêàçàòü, ÷òî lim
z→0
z
|z| íå ñóùåñòâóåò.
2.8. Êàê äîîïðåäåëèòü äàííûå óíêöèè â òî÷êå z = 0, ÷òîáû
îíè ñòàëè íåïðåðûâíûìè â ýòîé òî÷êå:
1) f(z) =
z Re z
|z| ; 2) f(z) =
z Im(z2)
|z|2 ; 3) f(z) = e
−1/|z|
.
2.9. Äîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ ez èìååò ÷èñòî ìíèìûé ïåðèîä 2pii,
ò. å. ez+2pii = ez.
2.10. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:
1) sin iz = i sh z; 2) cos iz = ch z; 3) tg iz = i th z.
2.11. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ óíêöèé â óêàçàííûõ òî÷êàõ:
1) cos(1 + i); 2) ch i; 3) sh(−2 + i);
4) Ln(−1); 5) Lni; 6) Ln 1 + i√
2
.
2.12. Ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ óêàçàííûõ íèæå
óíêöèé è äëÿ êàæäîé èç íèõ íàéòè çíà÷åíèå â ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé òî÷êå z0:
1) w = Arcsin z, z0 = i; 2) w = Arctg z, z0 = i/3;
3) w = Arsh z, z0 = i; 4) w = Arch z, z0 = −1;
5) w = Arth z, z0 = 1− i.
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2.13. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ñòåïåíåé:
1) 2i; 2) (−1)i; 3) (1 + i)i;
4) (−1)
√
2
; 5) (3− 4i)1+i; 6) (−3 + 4i)1+i.
2.14. åøèòü óðàâíåíèÿ:
1) ez − i = 0; 2) eix = cospix;
3) Ln(z − i) = 0; 4) sh iz = −1.
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Îòâåòû
2.1 1) 2(ϕ+ pik), k = 0,±1, . . . 2) 3ϕ+ 2pik, k = 0,±1, . . .
3)
1
3
ψ + 2pi(n+ 3k), n = 0, 1, 2; k = 0,±1, . . ., ãäå
tgψ =
r sinϕ
1 + r cosϕ
, sinψ = r sinϕ√
1+r2+2r cosϕ
;
4)
1
2
ψ + pi(n+ 2k), n = 0, 1; k = 0,±1, . . . ãäå
tgψ =
r sinϕ
r cosϕ− 8 , sinψ =
r sinϕ√
64 + r2 − 16r cosϕ ;
5)
1
2
ψ + pi(n+ 2k), n = 0, 1; k = 0,±1, . . ., ãäå
tgψ =
r2 sin 2ϕ
r2 cos 2ϕ− 4 , sinψ =
r2 sin 2ϕ√
16 + r4 − 8r2 cos 2ϕ ;
6)
1
2
ψ + pi(n+ 2k), n = 0, 1; k = 0,±1, . . ., ãäå
tgψ =
3r sinϕ
r2 − 2− r cosϕ , sinψ =
3r sinϕ√
9r2 sin2 ϕ+ (r2 − 2− r cosϕ)2
.
2.2 1) Ëþáàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ âíóòðè óãëà ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäè-
íàò è ðàñòâîðà íå áîëåå pi/n;
2) Ëþáàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ â ïîëîñå, ïàðàëëåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé
îñè è øèðèíîé íå áîëåå 2pi;
3) Ëþáàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ â ïîëîñå, ïàðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè è øè-
ðèíîé íå áîëåå 2pi/3;
4) Ëþáàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ ëèáî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà
(|z| < 1), ëèáî âíå åãî (|z| > 1), à òàêæå ëþáàÿ îáëàñòü, ëåæàùàÿ ëèáî
âûøå, ëèáî íèæå äåéñòâèòåëüíîé îñè.
2.3 1) Ïðÿìàÿ x = C îòîáðàæàåòñÿ â ïàðàáîëó v2 = 4C2(C2 − u);
îêðóæíîñòü |z| = R  â îêðóæíîñòü |w| = R2, ïðîõîäèìóþ äâàæäû;
ëó÷ Argz = α  â ëó÷ Argw = 2α; ïîëóêðóã |z| < r, Imz > 0  â êðóã
|w| < r2 ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè.
2) åøåíèå. Òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìîé x = C 6= 0, çàïèñûâàþòñÿ â
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âèäå z = C + iy, à ïîòîìó w =
1
C + iy
=
C
C2 + y2
− i y
C2 + y2
. Îòñþäà
u =
C
C2 + y2
, v = − y
C2 + y2
, u2 + v2 =
1
C2 + y2
=
u
C
. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáðàçîì ïðÿìîé x = C ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü u2 + v2 − u
C
= 0. Ïðè
C = 0, îáðàçîì ïðÿìîé x = 0, −∞ < y < +∞ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ
u = 0, −∞ < v < +∞ ñ âûêîëîòîé òî÷êîé v = 0.
Îáðàçîì îêðóæíîñòè |z| = R ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü |w| = 1
R
.
Ëó÷ Argz = α ò.å. ëó÷ (0,∞·eiα) îòîáðàçèòñÿ â èäóùèé èç áåñêîíå÷íîñòè
ëó÷ (0,∞ · e−iα). Ïîëóêðóã |z| < r, Imz > 0, îòîáðàçèòñÿ â íèæíþþ
ïîëóïëîñêîñòü ñ âûðåçàííûì ïîëóêðóãîì |w| ≤ 1
r
, Im w < 0.
2.4 f(z) íåïðåðûâíà â D åñëè ∀ε > 0 ∀z ∈ D ∃δ = δ(ε, z) > 0 , ÷òî
(|∆z| < δ ∧ z +∆z ∈ D) ⇒ |f(z +∆z)− f(z)| < ε.
2.5 1) −2i; 2) 1; 3) ∞; 4) 0.
2.6 Äëÿ ïðåäåëà ïðè r → 0 ïî ëþáîìó ëó÷ó reiϕ èìååì
lim
r→0
1
2i
(
reiϕ
re−iϕ
− re
−iϕ
reiϕ
)
= sin 2ϕ,
ò. å. ýòè ïðåäåëû ðàçëè÷íû äëÿ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé  îíè ñïëîøü çà-
ïîëíÿþò îòðåçîê [−1, 1], è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
z→0
1
2i
(
z
z
− z
z
)
íå ñóùåñòâóåò.
2.8 1) f(0) = 0; 2) f(0) = 0; 3) f(0) = 0
2.11 1) ch 1 · cos 1− i · sh 1 · sin 1; 2) cos 1; 3) − sh 2 · cos 1 + i · ch 2 · sin 1;
4) (2k + 1)pii, k ∈ Z; 5) pi
2
i; 6) (2k + 14 )pii, k ∈ Z.
2.12 1) Arc sin z = −iLn(iz+√1− z2), Arc sin i = 2kpi−i ln(√2−1), k ∈ Z;
2) Arc ctg z = − i
2
Ln
1 + iz
1− iz , Arc tg
i
3 = kpi +
i
2 ln 2, k ∈ Z;
3) Arc sh z = Ln
(
z +
√
z2 + 1
)
, Arc sh i = (2k + 12 )pii, k ∈ Z;
4) Arc ch z = Ln
(
z +
√
z2 − 1), Arc ch(−1) = (2k + 1)pii, k ∈ Z;
5) Arc th z =
1
2
Ln
1 + z
1− z , Arc th(1− i) =
1
4
ln 5 +
i
2
Arc tg 2 + pii(k +
1
2
),
k ∈ Z.
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2.13 1) e2kpi(cos ln 2 + i sin ln 2), k ∈ Z; 2) e(2k+1)pi, k ∈ Z;
3) e(2k−
1
4
)pi
(
cos
ln 2
2
+ i sin
ln 2
2
)
, k ∈ Z; 4) e
√
2(2k+1)pii, k ∈ Z;
5) 5 earctg
4
3
+2kpi
(
cos
(
ln 5− arctg 4
3
)
+ i sin
(
ln 5− arctg 4
3
))
, k ∈ Z;
6) −5 earctg 43+(2k+1)pi
(
cos
(
ln 5− arctg 4
3
)
+ i sin
(
ln 5− arctg 4
3
))
, k ∈ Z.
2.14 1) z = i
(pi
2
+ 2kpi
)
; 2) x = 0; 3) z = 1+i; 4) z = pi+2kpi; k ∈ Z.
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3 Àíàëèòè÷åñêèå óíêöèè
3.1 Äèåðåíöèðóåìûå óíêöèè
Ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé äëÿ óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî
ââîäèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ óíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåí-
íîãî.
Ïóñòü óíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè òî÷êè z0. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë îòíîøåíèÿ
f(z)− f(z0)
z − z0 ïðè z → z0, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîä-
íîé â òî÷êå z0 è îáîçíà÷àåòñÿ f
′(z0), à óíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ
äèåðåíöèðóåìîé â òî÷êå z0. Òàêèì îáðàçîì,
f ′(z0) = lim
z→z0
f(z)− f(z0)
z − z0 . (3.1)
Ôóíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ äèåðåíöèðóåìîé â îáëàñòè, åñ-
ëè îíà äèåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé è ñâîéñòâ ïðåäåëîâ âûòåêàåò,
÷òî íà óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
èçâåñòíûå èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðàâèëà äèåðåíöè-
ðîâàíèÿ.
Â îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ñîäåðæèòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû
ïðåäåë íå çàâèñåë îò ñïîñîáà ñòðåìëåíèÿ z ê z0. Ýòî íàêëàäû-
âàåò íà äèåðåíöèðóåìóþ óíêöèþ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñèëü-
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íûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷åì íà äèåðåíöèðóåìóþ óíêöèþ äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.
Ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, äèåðåíöèðóåìàÿ â
îáëàñòè, îáëàäàåò ïðîèçâîäíûìè âñåõ ïîðÿäêîâ â ýòîé îáëàñòè.
Ïðèìåð 3.1. Èññëåäîâàòü íà äèåðåíöèðóåìîñòü óíêöèþ
f(z) = zRez.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè. Äëÿ äàííîé óíêöèè
∆f(z)
∆z
=
(z +∆z)Re(z +∆z) − zRez
∆z
= Re(z +∆z)+
+ z
Re(z +∆z)− Rez
∆z
.
Ïîëîæèì ∆z = ∆x+ i∆y. Ïðè z = 0
∆f(z)
∆z
= Re(∆z) = Re(∆x+ i∆y) = ∆x.
Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
∆z→0
∆f(z)
∆z
= lim
∆x→0
∆x = 0,
ò. å. f ′(0) = 0.
Ïðè z 6= 0 èìååì Re(z +∆z) − Rez
∆z
=
∆x
∆x+ i∆y
.
Åñëè ∆y = 0, ò. å. ∆z = ∆x, òî
Re(z +∆z)− Rez
∆z
= 1; åñëè
∆x = 0, ò. å. ∆z = i∆y, òî
Re(z +∆z)− Rez
∆z
= 0.
33
Òàêèì îáðàçîì, åñëè z + ∆z ñòðåìèòñÿ ê z ïî ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî îòíîøåíèå
Re(z+∆z)−Rez
∆z
ñòðå-
ìèòñÿ ê åäèíèöå, åñëè z + ∆z ñòðåìèòñÿ ê z ïî ïðÿìîé, ïà-
ðàëëåëüíîé ìíèìîé îñè, òî îòíîøåíèå
Re(z+∆z)−Rez
∆z
ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ.
Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî èìååì lim
∆z→0
Re(z +∆z) = Rez.
Òàêèì îáðàçîì, óíêöèÿ f(z) = zRez, íåïðåðûâíàÿ íà âñåé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, èìååò ïðîèçâîäíóþ, ðàâíóþ íóëþ ïðè
z = 0, è íå èìååò ïðîèçâîäíîé âî âñåõ äðóãèõ òî÷êàõ êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè.
3.2 Óñëîâèÿ Êîøè-èìàíà
Íåïðåðûâíîñòü óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) ðàâíîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè óíêöèé u è v â
òî÷êå (x, y). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòî äëÿ äè-
åðåíöèðóåìîñòè.
Òåîðåìà 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû óíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z0, áûëà äèåðåíöèðóåìîé â ýòîé òî÷êe, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
1: óíêöèè u(x, y) è v(x, y) áûëè äèåðåíöèðóåìûìè â
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òî÷êå (x0, y0) êàê óíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ è
2: äëÿ ýòèõ óíêöèé âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ Êîøè-èìàíà:
∂u
∂x
=
∂v
∂y
,
∂u
∂y
= −∂v
∂x
. (3.2)
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîäíîé f ′(z) èìååò
ìåñòî îðìóëà
f ′(z) =
∂u
∂x
+ i
∂v
∂x
. (3.3)
Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óñëîâèÿ Êîøè-èìàíà (3.2) âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂u(r cosϕ, r sinϕ)
∂r
=
1
r
∂v(r cosϕ, r sinϕ)
∂ϕ
, (3.4)
∂v(r cosϕ, r sinϕ)
∂r
= −1
r
∂u(r cosϕ, r sinϕ)
∂ϕ
.
Çàäàííàÿ â îáëàñòè G, îäíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ f(z) íàçûâàåò-
ñÿ àíàëèòè÷åñêîé, åñëè îíà äèåðåíöèðóåìà â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè G. îâîðÿò, ÷òî óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå,
åñëè îíà àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.
Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè óíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî, àíàëèòè÷åñêîé â íåêîòîðîé îáëàñòè, ÿâëÿþòñÿ
óíêöèÿìè, ãàðìîíè÷åñêèìè â ýòîé îáëàñòè. Íî åñëè ϕ(x, y)
è ψ(x, y)  ïðîèçâîëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå óíêöèè, òî óíêöèÿ
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F (z) = ϕ(x, y) + iψ(x, y), âîîáùå ãîâîðÿ, íå áóäåò àíàëèòè÷å-
ñêîé â îáëàñòè. Äâå ãàðìîíè÷åñêèå óíêöèè  äåéñòâèòåëüíàÿ
è ìíèìàÿ ÷àñòè íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè  íàçûâà-
þòñÿ ñîïðÿæåííûìè ãàðìîíè÷åñêèìè óíêöèÿìè.
Òåîðåìà 3.2. Äëÿ âñÿêîé óíêöèè u(x, y), ãàðìîíè÷åñêîé â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, ìîæíî íàéòè ñîïðÿæåííóþ ñ íåé
ãàðìîíè÷åñêóþ óíêöèþ, îïðåäåëÿåìóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðî-
èçâîëüíîãî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.
Ñîïðÿæåííàÿ óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé îðìóëîé:
v(x, y) =
(x,y)∫
(x0,y0)
−∂u
∂y
dx+
∂u
∂x
dy + C, (3.5)
ãäå (x0, y0) è (x, y)  òî÷êè îáëàñòè D (èíòåãðàë íå çàâèñèò
îò êðèâîé, ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè, à çàâèñèò òîëüêî îò òî÷êè
(x, y), åñëè òî÷êà (x0, y0) èêñèðîâàíà).
Â ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåò ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ îðìóëà, ïîçâî-
ëÿþùàÿ íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ f(z), äåéñòâèòåëüíàÿ
÷àñòü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ u(x, y):
f(z) = u(x, y)+iv(x, y) = u(z, 0)+i
z∫
z0
(
−∂u
∂y
(x, 0)
)
dx+iC. (3.6)
Åñëè âìåñòî u(x, y) äàíà v(x, y), òî èñêîìàÿ óíêöèÿ íàéäåò-
ñÿ â âèäå F (z) = if(z).
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Çàäà÷è
3.1. Âûÿñíèòü, â êàêèõ òî÷êàõ äèåðåíöèðóåìû óíêöèè:
1) w = z; 2) w = Rez; 3) w = z Imz;
4) w = z z; 5) w = |z|; 6) w = |z − 1|2.
3.2. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé Êîøè-èìàíà è â ñëó÷àå
èõ âûïîëíåíèÿ íàéòè f ′(z):
1) f(z) = e3z. 2) f(z) = sh z. 3) f(z) = zn, z ∈ N;
4) f(z) = cos z; 5) f(z) = Ln z2; 6) f(z) = sin
z
3
.
3.3. Ïóñòü f(z)  àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ â îáëàñòè D. Äîêà-
çàòü, ÷òî åñëè îäíà èç óíêöèé
u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z),
r(x, y) = |f(z)|, θ(x, y) = argf(z),
ñîõðàíÿåò â îáëàñòè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, òî è f(z) ≡ const â
îáëàñòè D.
3.4. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Êîøè-èìàíà, ïîëó÷èòü îðìóëû äëÿ
ïðîèçâîäíîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.
3.5. Äîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷å-
ñêîé â îáëàñòè D óíêöèè f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ÿâëÿþòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèìè â ýòîé îáëàñòè óíêöèÿìè.
3.6. Íàéòè îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè óíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûå:
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1) f(z) = tg z; 2) f(z) = z · e−z; 3) f(z) = z cos z
1 + z2
;
4) f(z) =
ez + 1
ez − 1 ; 5) f(z) =
1
tg z + ctg z
; 6) f(z) =
ez
z
;
7) f(z) = cth z; 8) f(z) =
cos z
cos z − sin z .
Îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ f(z) = u(x, y) + i v(x, y)
ïî åå äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè:
3.7. u(x, y) = x3 − 3xy2, 0 ≤ |z| <∞.
3.8. v(x, y) = 2ex sin y, 0 ≤ |z| <∞.
3.9. u(x, y) = 2xy + 3, 0 ≤ |z| <∞.
3.10. v(x, y) = arctg
y
x
, 0 < |z| <∞.
3.11. u(x, y) =
x
x2 + y2
− 2y, 0 < |z| <∞.
3.12. u(x, y) = x2 − y2 + xy, 0 ≤ |z| <∞.
3.13. v(x, y) = xy, 0 ≤ |z| <∞.
3.14. Ñóùåñòâóåò ëè àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ
f(z) = u(x, y) + i v(x, y), äëÿ êîòîðîé:
1) u = x2 − y; 2) v = x2 − y2;
3) u = y/(x2 + y2); 4) v = x/y2 ?
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3.15. Îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ
f(z) = u(x, y)+i v(x, y) ïî åå äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé ÷àñòè:
1) u = ϕ
(y
x
)
; 2) u = ϕ(x+ y);
3) u = ϕ(x+
√
x2 + y2); 4) v = ϕ(x2 + y2).
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Îòâåòû
3.1 1) Íå äèåðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå.
Óêàçàíèå. lim
∆z→0
∆z
∆z
íå ñóùåñòâóåò.
2) Íå äèåðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå.
åøåíèå. Ïðè ∆y = k∆x èìååì lim
∆z→0
∆x
∆x+ i∆y
= lim
∆x→0
1
1 + ik
, ò. å.
ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò.
3) Äèåðåíöèðóåìà òîëüêî â òî÷êå z = 0.
4) Äèåðåíöèðóåìà òîëüêî â òî÷êå z = 0.
5) Íå äèåðåíöèðóåìà íè â îäíîé òî÷êå.
åøåíèå. Â òî÷êå z = 0 lim
∆z→0
|z +∆z| − |z|
∆z
= lim
∆z→0
|∆z|
∆z
íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè æå z 6= 0 òî, îáîçíà÷àÿ |z| = r,∆z = ∆ρ eiϕ, èìååì |z +∆z| − |z|
∆z
=
=
r
(√
1 + 2∆ρ
r2
(x cosϕ+ y sinϕ) + (∆ρ
r
)2 − 1
)
∆ρ eiϕ
. Îòñþäà íàéäåì
lim
∆ρ→0
r
(√
1 + 2∆ρ
r2
x+ (∆ρ
r
)2 − 1
)
∆ρ
=
x
r
ïðè ϕ = 0 è
lim
i∆ρ→0
r
(√
1 + 2∆ρ
r2
y + (∆ρ
r
)2 − 1
)
i∆ρ
= − iy
r
ïðè ϕ =
pi
2
.
Òàêèì îáðàçîì, lim
∆z→0
|z +∆z| − |z|
∆z
íå ñóùåñòâóåò.
6) Äèåðåíöèðóåìà òîëüêî â òî÷êå z = 1.
3.2 1) (e3z)′ = 3e3z, 2) (sh z)′ = ch z,
3) (zn)′ = nzn−1 (êðîìå òî÷êè z = 0 ïðè îòðèöàòåëüíûõ n),
4) (cos z)′ = − sin z, 5) (Lnz2)′ = 2/z, 6) (sin z
3
)′ =
1
3
cos
z
3
.
3.3 Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèÿìè Êîøè-èìàíà.
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3.4 f ′(z) =
r
z
(
∂u
∂r
+ i
∂v
∂r
) =
1
z
(
∂u
∂ϕ
− i ∂v
∂ϕ
).
3.6 1) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê z = (k +
1
2
) pi, k ∈ Z; (tg z)′ = 1
cos2 z
.
2) Âñÿ ïëîñêîñòü; f ′(z) = e−z(1 − z).
3) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê z1,2 = ± i;
f ′(z) =
(1− z2) cos z − z(1 + z2) sin z
(1 + z2)2
.
4) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê zν = 2piνi, ν ∈ Z; f ′(z) = − 2e
z
(ez − 1)2 .
4) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê zν =
pi
2 ν, ν ∈ Z; f ′(z) = cos 2z.
5) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷êè z = 0, f ′(z) = e
z(z−1)
z2
.
6) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê zk = piki, k ∈ Z; f ′(z) = − 1
sh2 z
.
7) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå òî÷åê zk = (k +
1
4
)pi, k ∈ Z; f ′(z) = 1
1− sin 2z .
3.7 v(x, y) = 3x2y − y3 + C, f(z = x+ iy) = (x+ iy)3 + Ci = z3 + Ci.
3.8 u(x, y) = 2ex cos y + C, f(z) = 2ez + C.
3.9 v(x, y) = −x2 + y2 + C, f(z) = −iz2 + 3 + iC.
3.10 u(x, y) =
1
2
ln(x2 + y2) + C, f(z) = Lnz + C.
3.11 v(x, y) = − y
x2 + y2
+ 2x+ C, f(z) =
1
z
+ 2iz + iC.
3.12 v(x, y) = −1
2
(x2 − y2) + 2xy + C, f(z) = 2− i
2
z2 + iC.
3.13 u(x, y) =
1
2
(x2 − y2) + C, f(z) = 12z2 + C.
3.14 1) Íåò, 2) äà, f(z) = iz2, 3) äà, f(z) =
i
z
, 4) íåò.
3.15 1) f(z) = iα ln z + C, α  âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
2) f(z) = (1 + i)αz + C , α  âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ,
3) f(z) = α
√
z + β + iγ, α, β, γ  âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå,
4) f(z) = αiLnz + iβ + γ, α, β, γ  âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
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4 Ìíîãîçíà÷íûå óíêöèè
4.1 åãóëÿðíûå âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ óíêöèé
Ïîä êðèâîé γ ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé (âîç-
ìîæíî, ðàñøèðåííîé) ïëîñêîñòè, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê îáðàç îòðåçêà [α, β] ïðè êàêîì-ëèáî íåïðåðûâíîì îòîáðà-
æåíèè z = γ(t). Êðàòêî ýòî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: γ : [α, β] −→ C, ò. å. êàæäîé òî÷êå îòðåçêà ñîïîñòàâëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó γ òî÷êà (ðàñøèðåííîé) êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Êðèâàÿ, íå èìåþùàÿ òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, íàçûâàåòñÿ
ïðîñòîé êðèâîé.
Êðèâàÿ γ : [α, β] −→ C íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé, åñëè îòîá-
ðàæåíèå γ íåïðåðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Êðèâàÿ íàçû-
âàåòñÿ íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå
t ∈ [α, β] ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ γ′(t) (γ′(t0) =
x′(t0) + iy′(t0) äëÿ t0 ∈ (α, β) è òàêàÿ æå êîìáèíàöèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îäíîñòîðîííèõ ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ) è ãëàäêîé,
åñëè γ′(t) 6= 0 äëÿ âñåõ t ∈ [α, β].
Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé, åñëè γ(t) íåïðåðûâíà
íà [α, β] è [α, β] ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî îòðåçêîâ òà-
êèõ, ÷òî ñóæåíèå γ(t) íà êàæäûé èç íèõ îïðåäåëÿåò ãëàäêóþ
êðèâóþ.
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Äâå êðèâûå γ1 è γ2 íàçûâàþòñÿ ãîìîòîïíûìè â îáëàñòè D,
åñëè èõ ìîæíî íåïðåðûâíî äåîðìèðîâàòü äðóã â äðóãà âíóò-
ðè D. Ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ãî-
ìîòîïíà íóëþ. Ïîíÿòèå ãîìîòîïíûõ êðèâûõ ïîíàäîáèòñÿ ïðè
èçó÷åíèè èíòåãðàëîâ îò êîìïëåêñíîé óíêöèè.
Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D çàäàíà ìíîãîçíà÷íàÿ óíêöèÿ
F (z). (Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìíîãîçíà÷íîé óíêöèè ÿâëÿåòñÿ
óíêöèÿ Arg, êîòîðóþ ìû ðàçáåðåì â ýòîì ðàçäåëå. Òàê æå
ìíîãîçíà÷íûìè ÿâëÿþòñÿ óíêöèè Lnz, n
√
z è ò. ä.)
Îäíîçíà÷íàÿ è íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D óíêöèÿ f(z)
íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé è íåïðåðûâíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé
óíêöèè F (z), åñëè çíà÷åíèå f(z) â êàæäîé òî÷êå D ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç çíà÷åíèé F (z).
Àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D óíêöèÿ f(z) íàçûâàåòñÿ ðå-
ãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé óíêöèè F (z), åñëè çíà÷åíèå
f(z) â êàæäîé òî÷êå D ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç çíà÷åíèé F (z).
Ïóñòü óíêöèÿ F (z) àíàëèòè÷íà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè a è íåîäíîçíà÷íà â ýòîé îêðåñòíîñòè. Òîãäà òî÷êà a íà-
çûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ óíêöèè F (z).
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4.2 Ìíîãîçíà÷íàÿ óíêöèÿ Argz
Ïîëÿðíûå è äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè z ñâÿçàíû èçâåñòíû-
ìè îðìóëàìè
x = r cosϕ, y = r sinϕ. (4.1)
Åñëè èçâåñòíû ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, ϕ), òî äåêàðòîâû êîîð-
äèíàòû (x, y) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Îäíàêî ϕ = Argz îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî 2kpi. Ýòî íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè
ïðè èññëåäîâàíèè îäíîçíà÷íûõ óíêöèé, íî íåîäíîçíà÷íîñòü
ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííîé ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãîçíà÷-
íûõ óíêöèé.
Ôîðìóëû ïåðåõîäà (4.1) óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âñåé êîìïëåêñíîé îáëàñòüþ z è ìíî-
æåñòâîì {0 < r < ∞,−pi < ϕ ≤ pi} ∪ {r = 0, ϕ = 0} íà
ïëîñêîñòè (r, ϕ). Ïîñëåäíåå íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ, â òî âðåìÿ
êàê ïëîñêîñòü z ÿâëÿåòñÿ. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó îáëàñòÿìè ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ïîëóïîëîñó Π:
{0 < r < ∞,−pi < ϕ < pi}. Íà ïëîñêîñòè z ïîëóïîëîñå Π îòâå-
÷àåò îáëàñòü D0: ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ïîëóîñè (−∞, 0].
Â îáëàñòè D0 ïîëÿðíûé óãîë ϕ áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò ïîëó-
îñè x > 0 (ïðè x > 0 ïîëàãàåì ϕ = 0). Òîãäà ϕ áóäåò èçìåíÿòü-
ñÿ â ïðåäåëàõ −pi < ϕ < pi, è êàæäîé òî÷êå z ∈ D0 îòâå÷àåò
òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ϕ = ϕ(z). Îòîáðàæåíèå ïîëóïîëîñû Π íà
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îáëàñòü D0 áåñêîíå÷íî äèåðåíöèðóåìî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî
è åãî ÿêîáèàí J = r íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Ôóíêöèÿ ϕ(z) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
cosϕ =
x√
x2 + y2
, sinϕ =
y√
x2 + y2
, (4.2)
òàê êàê −pi < ϕ < pi. Â ëþáîé òî÷êå D0 çíà÷åíèå ϕ(z) ñîâïàäàåò
ñ îäíèì èç çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íîé óíêöèè Argz. Ïîýòîìó ϕ(z)
ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé âåòâüþ óíêöèè Argz. Ýòó
âåòâü áóäåì îáîçíà÷àòü ϕ = argz. Â îáëàñòè D0 ñóùåñòâóåò áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî íåïðåðûâíûõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ϕk(z) óíê-
öèè Argz. Âñå îíè îïèñûâàþòñÿ îðìóëàìè ϕk(z) = ϕ(z)+ 2kpi,
k = ±1,±2, . . ..
Ôóíêöèþ ϕ = argz ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç îáðàòíûå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå óíêöèè:
argz = arctg
y
x
, x > 0; (4.3)
argz = ±pi + arctgy
x
, x < 0, y ≷ 0.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïðîñòóþ îð-
ìóëó, âûðàæàþùóþ íåïðåðûâíóþ âåòâü óíêöèè Argz ÷åðåç
îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óíêöèè.
Ïóñòü ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0. Óãîë
ïîâîðîòà âåêòîðà z ïðè äâèæåíèè òî÷êè z âäîëü êðèâîé îò íà-
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÷àëüíîé äî êîíå÷íîé òî÷êè íàçîâåì ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà z
âäîëü êðèâîé γ è îáîçíà÷èì åãî ∆γArgz (ðèñ. 4.1).
èñ. 4.1. èñ. 4.2.
Åñëè γ  îòðåçîê ïðÿìîé ñ íà÷àëîì â òî÷êå 1 − i è êîíöîì
â òî÷êå 1 + i, òî ∆γArgz =
pi
2
;
åñëè γ+  ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, Imz ≥ 0, îðèåíòèðîâàííàÿ
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî ∆γ+Argz = pi (ðèñ. 4.2);
åñëè γ−  ïîëóîêðóæíîñòü |z| = 1, Imz ≤ 0, îðèåíòèðîâàííàÿ
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òî ∆γ
−
Argz = pi (ðèñ. 4.2).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
∆γArgz =
∫
γ
−ydx+ xdy
x2 + y2
.
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Ñâîéñòâà ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà.
1. Ïóñòü êðèâóþ γ ìîæíî íåïðå-
ðûâíî äåîðìèðîâàòü â êðè-
âóþ γ1, íå ïðîõîäÿ ïðè ýòîì
÷åðåç òî÷êó z = 0. Òîãäà èìå-
åò ìåñòî ðàâåíñòâî
∆γArgz = ∆γ1Argz.
(Êðèâûå íà ðèñ. 4.2 íå óäîâëå-
òâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ è äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ äàííîå
ðàâåíñòâî.)
2. Åñëè çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0
è ýòó êðèâóþ ìîæíî íåïðåðûâíî äåîðìèðîâàòü â òî÷êó,
íå ïðîõîäÿ ÷åðåç z = 0, òî ∆γArgz = 0.
3. Åñëè êðèâàÿ γ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0, òî
∆γArgz = −∆γ−Argz.
4. Åñëè êðèâàÿ γ = γ1γ2 íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0, òî
∆γArgz = ∆γ1Argz +∆γ2Argz.
47
Òî÷íîå îïðåäåëåíèå îáúåäèíåíèÿ êðèâûõ è ¾îáðàòíîé¿ êðèâîé
γ− äàíû â ïàðàãðàå 6, ãäå ââåäåíî ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò êîì-
ïëåêñíîé óíêöèè.
Ïóñòü D  îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê z = 0
è z =∞. Çàèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ D è âûáåðåì argz0  îäíî èç
çíà÷åíèé àðãóìåíòà z0. Ïîëîæèì
argz = argz0 +∆γargz, (4.4)
ãäå êðèâàÿ γ ñ íà÷àëîì â òî÷êå z0 è êîíöîì â òî÷êå z ëåæèò â
D. Ôóíêöèÿ (4.4) argz ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé íåïðåðûâíîé âåò-
âüþ ìíîãîçíà÷íîé óíêöèè Argz â îáëàñòè D. Òàêèõ âåòâåé
áåñêîíå÷íî ìíîãî,
(argz)k = argz0 +∆γargz + 2kpi, k = ±1,±2, . . . ,
ò. å. ìíîãîçíà÷íàÿ óíêöèÿ Argz â îáëàñòèD ðàñïàäàåòñÿ íà îä-
íîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå âåòâè. Íåïðåðûâíàÿ âåòâü ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì â îäíîé òî÷êå z0.
×òîáû â îáëàñòè D ìîæíî áûëî âûäåëèòü îäíîçíà÷íóþ
âåòâü argz, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðèðàùåíèå àð-
ãóìåíòà ∆γArgz íå çàâèñåëî îò êðèâîé γ, äðóãèìè ñëîâàìè,
â îáëàñòè D íå äîëæíî áûòü çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîäåðæàùèõ
âíóòðè ñåáÿ òî÷êó z = 0 (îäíîâðåìåííî z = ∞). Òî÷êà z = 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ.
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Â óæå ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ñ
îáëàñòüþ D0  êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòüþ ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞, 0]
ïîëîæèì z0 = 1 è arg1 = 0. Òîãäà
argz = ∆γargz, ãäå êðèâàÿ γ ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå z0 = 1 è êîíöîì â òî÷-
êå z ëåæèò â D0 (z0 ìîæåò áûòü è
ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè). Îïðå-
äåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì óíêöèÿ argz ñîâïàäàåò ñ ϕ(z) (4.3).
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Çàäà÷è
4.1. Ïóñòü D1  êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó
[0,+∞) è ïóñòü z0 = 1  òî÷êà âåðõíåãî áåðåãà ðàçðåçà, arg1 =
0. Íàéòè argz äëÿ z = x è z = iy.
4.2. Ïóñòü D2  êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî êðèâîé
z = t
pi
eit, 0 ≤ t < ∞. Ïóñòü z0 = 5, arg5 = 2pi. Íàéòè argz äëÿ
z = −2n è z = 2n + 1, n = 0, 1, . . ..
4.3. Äîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ f(z) = 3
√
(1− z)2z äîïóñêàåò âû-
äåëåíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè âî âíåøíîñòè îòðåçêà 0 ≤ x ≤ 1.
Íàéòè çíà÷åíèå â òî÷êå z = i òîé åå âåòâè, êîòîðàÿ â òî÷êå
z = 2 ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Êàêîâû îñòàëüíûå
çíà÷åíèÿ óíêöèè â ýòîé òî÷êå?
4.4. Ïîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ f(z) = ln(1− z2) äîïóñêàåò âûäå-
ëåíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè â ïëîñêîñòè ñ âûðåçàííûìè îòðåçêàìè
[−1, i], [1, i] è ëó÷åì x = 0, y ≥ 1. Íàéòè çíà÷åíèå â òî÷êå
z = 2 òîé åå âåòâè, êîòîðàÿ ðàâíà 0 ïðè z = 0.
4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ w = ln(z+
√
z2 − 1) äîïóñêàåò âû-
äåëåíèå ðåãóëÿðíîé âåòâè â ïëîñêîñòè ñ âûðåçàííûìè ëó÷àìè
−∞ < x ≤ −1, 1 ≤ x <∞.
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4.6. Óñëîâèìñÿ â òîì, ÷òî zz = ez ln z, ãäå ln z  ãëàâíàÿ
âåòâü ëîãàðèìà, −pi < Argz ≤ pi. Íàéòè çíà÷åíèå ýòîé óíê-
öèè â òî÷êå z = −e íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãàõ ðàçðåçà ïî
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè.
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Îòâåòû
4.1 Arg(iy) = pi2 , y > 0; Arg(iy) =
3pi
2 , y < 0; Arg(x) = pi, x < 0; ïðè
x > 0 Arg(x+ 0i) = 0, Arg(x− 0i) = 2pi.
4.2 Arg(−2n) = −pi + 2pi(n − 1), n = 1, 2, . . .; Arg(2n + 1) = −2pi + 2pin,
n = 0, 1, 2, . . ..
4.3 fk(i) =
3
√
2 · ei2pi/3; 3
√
2 · e−i2pi/3; 3
√
2; (k = 1; 2; 3).
Óêàçàíèå. Ïðè îáõîäå â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îêðóæíîñòè, îõâà-
òûâàþùåé òî÷êè 0 è 1, àðãóìåíò ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ èçìåíÿåòñÿ íà
6pi , ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå êîðíÿ âîçâðàùàåòñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó.
åøåíèå. Çàèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè (x, y) òî÷êó z, åå àðãóìåíò argz.
Íà ïëîñêîñòè (u, v) ýòîé òî÷êå áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè ω1, ω2, ω3
ñ àðãóìåíòàìè ñîîòâåòñòâåííî argω1, argω2, argω3, ãäå
argω1 =
argz + 2arg(1− z)
3
; argω2 =
argz + 2arg(1− z) + 2pi
3
;
argω3 =
argz + 2arg(1 − z) + 4pi
3
. Ïóñòü òî÷êà z îïèøåò êðèâóþ γ1, íå
îõâàòûâàþùóþ òî÷êè z = 0 è z = 1. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ argz
è arg(1−z) íå èçìåíÿòñÿ, íå èçìåíÿòñÿ è çíà÷åíèÿ argω1, argω2, argω3.
Åñëè òî÷êà z îïèøåò êîíòóð γ2, îõâàòûâàþùèé òî÷êó z = 0, òî
argz èçìåíèòñÿ ïðè îáõîäå ýòîãî êîíòóðà íà 2pi; ïðè ýòîì íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè (u, v) àðãóìåíòû òî÷åê ω1, ω2, ω3 èçìåíÿòñÿ è ïðèìóò,
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ
argω1 =
argz + 2pi + 2arg(1− z)
3
= argω2;
argω2 =
argz + 2pi + 2arg(1− z) + 2pi
3
= argω3;
argω3 =
argz + 2pi + 2arg(1− z) + 4pi
3
= argω1.
Ïðè îáõîäå êîíòóðà γ3, îõâàòûâàþùåãî òî÷êó z = 1, argz íå
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èçìåíèòñÿ, íî íà 2pi óâåëè÷èòñÿ àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (1 − z).
Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (u, v) ïðè ýòîì àðãóìåíòû òî÷åê ω1, ω2, ω3
èçìåíÿòñÿ è ïðèìóò çíà÷åíèÿ
argω1 =
argz + 2[arg(1− z) + 2pi]
3
= argω3;
argω2 =
argz + 2[arg(1− z) + 2pi] + 2pi
3
= argω1;
argω3 =
argz + 2[arg(1− z) + 2pi] + 4pi
3
= argω2.
Ïðè îáõîäå êîíòóðà, êîòîðûé îõâàòûâàåò è òî÷êó 0, è òî÷êó 1, àðãó-
ìåíò z óâåëè÷èòñÿ íà 2pi , è àðãóìåíò (1− z) óâåëè÷èòñÿ íà 2pi , ïîýòîìó
argω1, argω2, argω3 , îñòàíóòñÿ íåèçìåííûìè. Îòñþäà âèäíî, ÷òî âî âíåø-
íîñòè îòðåçêà 0 ≤ x ≤ 1 óíêöèÿ f(z) = 3√z(1− z)2 äîïóñêàåò âûäåëåíèå
ðåãóëÿðíîé âåòâè. Åñëè z = 2, òî ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå áóäåò ïðèíè-
ìàòü âåòâü ω3. Åñëè z = i, òî z = e
ipi/2, 1−z =
√
2ei7pi/4,
∣∣∣ 3√z(1− z)2∣∣∣ =
3
√
2, arg( 3
√
z(1− z)2) =
pi
2 +
7pi
2 + 4pi
3
=
8
3
pi = 2pi +
2pi
3
, 3
√
z(1− z)2 =
3
√
2 · ei2pi/3, îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ  3
√
2 · e−i2pi/3 è 3√2.
4.4 f(2) = ln 3 + ipi.
4.5 Óêàçàíèå. Ôóíêöèÿ w = ln(z +
√
z2 − 1) îòîáðàæàåò îáëàñòü çàäà÷è
íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, åñëè w(0) = i.
4.6 w1 = exp (−e(1 + ipi)), w2 = exp (−e(1− ipi)).
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5 Êîíîðìíûå îòîáðàæåíèÿ
5.1 åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé
Ïóñòü óíêöèÿ w = f(z) äèåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z0 è f
′(z0) 6= 0. àññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ
σ : z = γ(t), α ≤ t ≤ β, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó z0 = γ(t0),
t0 ∈ (α, β). (Çäåñü êðèâàÿ îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì σ, ÷òîáû îò-
ëè÷àòü îáðàç íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îò ãëàäêîé óíêöèè
âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé γ.) Óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê êðè-
âîé â òî÷êå z0 è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äåéñòâèòåëüíîé
îñè â ïëîñêîñòè z (êàñàòåëüíàÿ ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííîé â òó æå
ñòîðîíó, ÷òî è êðèâàÿ) îáîçíà÷èì ÷åðåç θ, òîãäà θ = argγ′(t0).
Ïóñòü σ′  îáðàç êðèâîé σ ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z), ò. å.
σ′ : w = w(t) = f [[γ(t)], α ≤ t ≤ β, à òî÷êà w0 = f(γ(t0)) = f(z0)
 îáðàç òî÷êè z0. Ïî ïðàâèëó äèåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
óíêöèè
w′(t0) = f
′(z0)γ
′(t0). (5.1)
Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ f ′(z0) 6= 0 è γ′(t0) (σ  ãëàäêàÿ êðèâàÿ),
òî è w′(t0) 6= 0, ò. å. êðèâàÿ σ′ èìååò êàñàòåëüíóþ â òî÷êå w0.
Èç (5.1)
θ′ = Argw′(t0) = Argf ′(z0) + Argγ′(t0),
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èëè
θ′ = θ +Argf ′(z0). (5.2)
Âåëè÷èíà α = θ′ − θ íàçûâàåòñÿ óãëîì ïîâîðîòà êðèâîé σ â
òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z). Èç (5.1) è (5.2) ñëåäóåò,
÷òî åñëè f ′(z0) 6= 0, òî óãîë ïîâîðîòà â òî÷êå z0 íå çàâèñèò îò
âèäà è íàïðàâëåíèÿ êðèâîé è ðàâåí α = Argf ′(z0).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó z êðèâîé σ, ðàñïî-
ëîæåííóþ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê òî÷êå z0. Îáîçíà÷èì∆z = z−z0,
∆w = f(z) − f(z0). Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ñëåäóåò, ÷òî
∆w
∆z
= f ′(z0) + ε(∆z), ãäå ε(∆z)→ 0 ïðè ∆z → 0, èëè
|∆w| = |f ′(z0)||∆z|+ o(|∆z|). (5.3)
Ïóñòü |z − z0| = |∆z| = ρ, ãäå ρ èêñèðîâàíî (è äîñòàòî÷íî ìà-
ëî). Òîãäà èç (5.3) îêðóæíîñòü |z−z0| = ρ ïåðåõîäèò ïðè îòîáðà-
æåíèè w = f(z) â êðèâóþ, ìàëî îòëè÷àþùóþñÿ îò îêðóæíîñòè
|w − w0| = ρ|f ′(z0)|.
Èíà÷å ãîâîðÿ, îòîáðàæåíèå w = f(z) ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì δ z, ðàñòÿãèâàåò êðóã |∆z| < ρ â
|f ′(z0)| ðàç.
Âåëè÷èíà lim
∆z→0
∆w
∆z
= k íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðàñòÿæåíèåì
êðèâîé â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z). Ëèíåéíîå ðàñòÿ-
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æåíèå êðèâîé íå çàâèñèò îò âèäà è íàïðàâëåíèÿ êðèâîé è ðàâíî
k = |f ′(z0)|.
5.2 Êîíîðìíîå îòîáðàæåíèå è åãî ñâîéñòâà
Ïóñòü óíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
z0. Îòîáðàæåíèå w = f(z) íàçûâàåòñÿ êîíîðìíûì â òî÷êå z0,
åñëè îíî ñîõðàíÿåò óãëû ìåæäó êðèâûìè è îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèé â òî÷êå z0.
Ïóñòü óíêöèÿ f(z) îäíîëèñòíà â êîíå÷íîé îáëàñòè D è
ïóñòü îòîáðàæåíèå w = f(z) ÿâëÿåòñÿ êîíîðìíûì â êàæäîé
òî÷êå îáëàñòè D. Òîãäà ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êîíîðì-
íûì â îáëàñòè D.
Êðèòåðèé êîíîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå êîíå÷íîé îáëàñòè D, çàäàâàåìîå
óíêöèåé w = f(z), áûëî êîíîðìíûì, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû f(z) áûëà îäíîëèñòíîé è àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
D óíêöèåé, ïðè÷åì f ′(z) 6= 0 âñþäó â D.
Îòîáðàæåíèå w = f(z) îáëàñòèD ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè z íà îáëàñòü G ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíî ïëîñêîñòè
w íàçûâàåòñÿ êîíîðìíûì, åñëè:
1) óíêöèÿ f(z) îäíîëèñòíà â îáëàñòè D;
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2) óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, çà èñêëþ÷åíèåì,
áûòü ìîæåò, îäíîé òî÷êè, â êîòîðîé îíà èìååò ïîëþñ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà.
Îáùèå ñâîéñòâà êîíîðìíûõ îòîáðàæåíèé.
1. Ïîñòîÿíñòâî ðàñòÿæåíèé. Ëèíåéíîå ðàñòÿæåíèå â òî÷-
êå z0 îäèíàêîâî äëÿ âñåõ êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó
òî÷êó è ðàâíî |f ′(z0)|.
2. Ñîõðàíåíèå óãëîâ. Âñå êðèâûå â òî÷êå z0 ïîâîðà÷èâàþòñÿ
íà îäèíàêîâûé óãîë, ðàâíûé Argf ′(z). Óãëîì ìåæäó êðè-
âûìè γ1 è γ2, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó z = ∞, íàçûâà-
åòñÿ óãîë ìåæäó îáðàçàìè ýòèõ êðèâûõ ïðè îòîáðàæåíèè
ζ =
1
z
â òî÷êå ζ = 0. Ïðè êîíîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëà-
ñòè D ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîõðàíÿþòñÿ
óãëû ìåæäó êðèâûìè â êàæäîé òî÷êå ýòîé îáëàñòè.
3. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê êîíîðìíîìó, òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîíîðìíûì.
4. Ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ êîíîðìíûõ îòîáðàæåíèé òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíîðìíûì îòîáðàæåíèåì.
5. Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö. Åñëè óíêöèÿ w = f(z)
êîíîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D ñ ãðàíèöåé Γ íà îáëàñòü
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G ñ ãðàíèöåé Γ˜, Γ è Γ˜  ïðîñòûå êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå,
òî:
1) óíêöèþ f(z) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà çàìûêàíèå îá-
ëàñòè D, ò. å. ìîæíî äîîïðåäåëèòü f(z) íà Γ òàê, ÷òî
ïîëó÷èòñÿ íåïðåðûâíàÿ íà D óíêöèÿ;
2) ýòà óíêöèÿ w = f(z) îòîáðàæàåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî êðèâóþ Γ íà êðèâóþ Γ˜ ñ ñîõðàíåíèåì îðèåíòàöèè.
5.3 Ïðèìåðû êîíîðìíûõ îòîáðàæåíèé
1. Îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ëèíåéíîé óíêöèåé w = az+
b (ïðè a 6= 1, a 6= 0) ñâîäèòñÿ ê ïîâîðîòó âñåé ïëîñêîñòè êàê
öåëîãî âîêðóã òî÷êè C =
b
1− a íà óãîë Arga è ê ðàñòÿæåíèþ
îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè â |a| ðàç (ïîäîáíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ
ñ öåíòðîì â òî÷êå C è êîýèöèåíòîì ïîäîáèÿ |a| ).
2. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ óíêöèÿ w =
az + b
cz + d
îñóùåñòâëÿåò êîí-
îðìíîå îòîáðàæåíèå ïîëíîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà ïîë-
íóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü åñëè ad− bc 6= 0; ïðè ýòîì
w
(
−d
c
)
= lim
z→− d
c
az + b
cz + d
=∞; w(∞) = lim
z→∞
az + b
cz + d
=
a
c
.
Ñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæå-
íèå ïîëíîé ïëîñêîñòè z íà ïîëíóþ ïëîñêîñòü w, ïåðåâîäÿùåå
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òðè ïðîèçâîëüíûå òî÷êè zk â òðè ïðîèçâîëüíûå òî÷êè wk:
w − w1
w − w2 ·
w3 − w1
w3 − w2 =
z − z1
z − z2 ·
z3 − z1
z3 − z2 .
Åñëè îäíà èç òî÷åê z1, z2, èëè z3, ëèáî w1, w2, èëè w3
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé, òî â ýòîé îðìóëå âñå ðàçíîñòè,
ñîäåðæàùèå ýòó òî÷êó, ñëåäóåò çàìåíèòü åäèíèöàìè.
Òåîðåìà 5.1. Ñóïåðïîçèöèÿ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Îòîáðàæåíèå, îá-
ðàòíîå ê äðîáíî-ëèíåéíîìó, òîæå ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûì.
Ïðîèçâîëüíàÿ äðîáíî-ëèíåéíàÿ óíêöèÿ ïðåîáðàçóåò ëþ-
áóþ îêðóæíîñòü (â òîì ÷èñëå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç áåñêîíå÷íî-
óäàëåííóþ òî÷êó) ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z â
îêðóæíîñòü ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè w. Òî÷êè M
è M∗ íàçûâàþò ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè
Γ ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîì
ëó÷å, âûõîäÿùåì èç òî÷êè O è OM · OM∗ = R2.
Òàêèì îáðàçîì, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òî÷êè z è z∗ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ : |z − a| =
R, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, âûõîäÿùåì èç òî÷êè a è
|z−a||z∗−a| = R2. Òî÷êà z =∞ ñ÷èòàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíî-
ñèòåëüíî îêðóæíîñòè Γ ñ òî÷êîé a  öåíòðîì ýòîé îêðóæíîñòè.
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Òî÷êè z è z ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè.
Òåîðåìà 5.2. Ïðè äðîáíî-ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè ëþáàÿ ïà-
ðà òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, ïåðåõî-
äèò â ïàðó òî÷åê, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îáðàçà ýòîé
îêðóæíîñòè.
Ïðèìåð 5.1. . Íàéòè îáðàç êðóãà |z − 1| < 2 ïðè îòîáðàæåíèè
w =
2iz
z + 3
.
Èìååì w(z) = u + iv. Íàéäåì îáðàçû òî÷åê -1 è 3: w(−1) =
−2i/2 = −i; w(3) = 6i/6 = i. Íàéäåì îáðàç äåéñòâèòåëüíîé îñè,
w(x) = 2ix/(x + 3) = iv. Ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçîì äåéñòâèòåëü-
íîé îñè ïëîñêîñòè z ÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ îñü ïëîñêîñòè w. Îáðà-
çîì îêðóæíîñòè ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé
óíêöèè ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü. ×åðåç òî÷êè i è −i ìîæíî ïðî-
âåñòè òîëüêî îäíó îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùóþ ìíèìóþ îñü ïîä
ïðÿìûì óãëîì (ïðè êîíîðìíîì îòîáðàæåíèè óãëû ñîõðàíÿ-
þòñÿ)  |z| = 1. Íàéäåì îáðàç âíóòðåííåé òî÷êè, w(0) = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîì |z− 1| < 2 êðóãà ÿâëÿåòñÿ êðóã |z| < 1.
3. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî w =
1
2
(
z +
1
z
)
, (z 6= 0) êîí-
îðìíî îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà íà âíåø-
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íîñòü îòðåçêà [−1; 1] äåéñòâèòåëüíîé îñè u. Ïðè ýòîì âåðõ-
íèé ïîëóêðóã îòîáðàæàåòñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü, íèæíèé
ïîëóêðóã  â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Âíåøíîñòü êðóãà óíê-
öèÿ Æóêîâñêîãî îòîáðàæàåò íà âíåøíîñòü îòðåçêà îñè u, íî
ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ èñêëþ÷åííûì ïîëóêðóãîì
ïåðåõîäèò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, à íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü
ñ èñêëþ÷åííûì ïîëóêðóãîì  â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Ïðèìåð 5.2. Íàéòè îáðàç ïîëÿðíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêè ïðè
îòîáðàæåíèè óíêöèåé Æóêîâñêîãî.
Ïîëÿðíóþ êîîðäèíàòíóþ ñåòêó ñîñòàâëÿþò îêðóæíîñòè
|z| = ρ è ëó÷è Argz = α. Èìååì w(z) = 1/2(z + 1/z) = u + iv.
Ïîëàãàÿ z = reiϕ, ïîëó÷èì
u =
1
2
(
r +
1
r
)
cosϕ, v =
1
2
(
r − 1
r
)
sinϕ.
àññìîòðèì îêðóæíîñòü z = ρeiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2pi (ρ > 0 èêñèðî-
âàíî). Îáðàçîì îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ
u =
1
2
(
ρ+
1
ρ
)
cosϕ, v =
1
2
(
ρ− 1
ρ
)
sinϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2pi,
ñ ïîëóîñÿìè aρ =
1
2
(ρ+1/ρ), bρ =
1
2
|ρ−1/ρ| è ñ îêóñàìè â òî÷êàõ
w = ±1 (òàê êàê a2ρ − b2ρ = 1). Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð ϕ, ïðè ρ 6= 1
óðàâíåíèå ýòîãî ýëëèïñà ìîæíî çàïèñàòü â êàíîíè÷åñêîì âèäå
u2
a2ρ
+
v2
b2ρ
= 1.
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Ïðè çàìåíå ρ íà 1/ρ ýëëèïñ îñòàåòñÿ òåì æå ñàìûì, íî åãî îðè-
åíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ (ïðè 0 < ρ < 1 îêðóæ-
íîñòü, îðèåíòèðîâàííàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïåðåõîäèò â
ýëëèïñ, îðèåíòèðîâàííûé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Ïðè ρ = 1 ýë-
ëèïñ âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê [−1, 1], ïðîõîäèìûé äâàæäû.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ëó÷ z = reiα, 0 < r < ∞ (α  èêñèðî-
âàíî). ïðè îòîáðàæåíèè óíêöèåé Æóêîâñêîãî îáðàçîì ýòîãî
ëó÷à ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ
u =
1
2
(
r +
1
r
)
cosα, v =
1
2
(
r − 1
r
)
sinα, 0 < r <∞.
Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð r, ïðè α 6= kpi/2 (k  öåëîå), ïîëó÷àåì
u2
cos2 α
− v
2
sin2 α
= 1.
Ýòî ãèïåðáîëà ñ îêóñàìè â òî÷êàõ w = ±1 è ñ àñèìïòîòàìè
v = ±tgα.
Ëó÷ z = reiα ïðè 0 < α < pi/2 ïåðåõîäèò â ïðàâóþ âåòâü
ãèïåðáîëû, ïðè pi/2 < α < pi  â ëåâóþ. Ïðè çàìåíå α íà −α
ïîëó÷àåòñÿ òà æå âåòâü ãèïåðáîëû, íî åå îðèåíòàöèÿ ìåíÿåòñÿ
íà ïðîòèâîïîëîæíóþ.
àññìîòðèì ëó÷è ïðè α = kpi/2. Ëó÷ Argz = pi/2 ïåðåõîäèò
â ìíèìóþ îñü Rew = 0. Ëó÷ Argz = 3pi/2 òàêæå ïåðåõîäèò â
ìíèìóþ îñü Rew = 0. Ëó÷ Argz = 0 ïåðåõîäèò â ëó÷ [1,+∞),
ïðîõîäèìûé äâàæäû: ëó÷ [1,+∞) ïåðåõîäèò â ëó÷ [1,+∞), è
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ïîëóèíòåðâàë (0, 1] ïåðåõîäèò â ëó÷ (+∞, 1]. Àíàëîãè÷íî, ëó÷
Argz = pi ïåðåõîäèò â ëó÷ (−∞,−1], ïðîõîäèìûé äâàæäû.
4. Ñòåïåííàÿ óíêöèÿ w = zn îñóùåñòâëÿåò êîíîðìíîå îòîá-
ðàæåíèå âíóòðåííîñòè ëþáîãî óãëà ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíà-
ìè ñ âåðøèíîé â òî÷êå z = 0 è ñ ðàñòâîðîì α, 0 < α ≤ 2pi
n
íà
âíóòðåííîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà, òàêæå ñ ïðÿìîëèíåéíûìè
ñòîðîíàìè, âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàñòâîðîì nα.
5. Ïîêàçàòåëüíàÿ óíêöèÿ w = ez îñóùåñòâëÿåò êîíîðìíîå
îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè ëþáîé ïîëîñû øèðèíîé h ≤ 2pi, ïà-
ðàëëåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè, íà âíóòðåííîñòü óãëà ðàñòâîðà
h ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò.
6. Ôóíêöèÿ w = sin z îñóùåñòâëÿåò êîíîðìíîå îòîáðàæå-
íèå âíóòðåííîñòè ïîëîñû −pi
2
≤ x ≤ pi
2
(à òàêæå ëþáîé ïî-
ëîñû −pi
2
+ kpi ≤ x ≤ pi
2
+ kpi ) ïëîñêîñòè z íà ïëîñêîñòü w
ñ èñêëþ÷åííûì áåñêîíå÷íûì îòðåçêîì äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñî-
åäèíÿþùèì òî÷êè −1, 1 ÷åðåç áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó.
Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ïîëóïîëîñà −pi
2
≤ x ≤ pi
2
, y > 0 ïåðåõî-
äèò â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü u > 0, à íèæíÿÿ ïîëóïîëîñà
−pi
2
≤ x ≤ pi
2
, y < 0  â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü u < 0.
7. Ôóíêöèÿ w = cos z îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå ïîëîñû 0 ≤ x ≤ pi ïëîñêîñòè z íà ïîëíóþ ïëîñ-
êîñòü w, ðàçðåçàííóþ ïî ëó÷àì äåéñòâèòåëüíîé îñè [ 1;∞) è
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[−1;−∞). Ïðè ýòîì âåðõíÿÿ ïîëóïîëîñà 0 ≤ x ≤ pi, y > 0 ïå-
ðåõîäèò â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü u < 0, à íèæíÿÿ ïîëóïîëîñà
0 ≤ x ≤ pi, y < 0  â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü u>0.
8. àäèêàë  óíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ñòåïåííîé óíêöèè
w = zn : z = n
√
w = n
√
|w|
(
cos
Argw
n
+ i sin
Argw
n
)
.
Ïðèìåð 5.3. . Íàéòè îáðàç êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì
ïî ëó÷ó [0,+∞) ïðè îòîáðàæåíèè w = √z.
Åñëè D0  ïëîñêîñòü z ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [0,+∞), òî óíê-
öèÿ
√
z ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ðåãóëÿðíûå âåòâè f1(z) è f2(z), ãäå
f1(x+i0) =
√
x > 0 ïðè x > 0, ò. å. f1(z) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ íà âåðõíåì áåðåãó ðàçðåçà. Ôóíêöèÿ w = f1(z)
êîíîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D0 íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
Imw > 0, à óíêöèÿ w = f2(z) êîíîðìíî îòîáðàæàåò îáëàñòü
D0 íà íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü Imw < 0.
9. Ôóíêöèÿ w = Ln z ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â ïëîñêîñòè z ñ
âûêîëîòûìè òî÷êàìè z = 0 è z =∞, à â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì,
ñîåäèíÿþùèì ýòè òî÷êè, ðàñïàäàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðå-
ãóëÿðíûõ âåòâåé.
Â îáëàñòè D0 (ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó [0,+∞)) Lnz ðàñïàäàåòñÿ
íà ðåãóëÿðíûå âåòâè
(lnz)k = ln |z|+ i(Argz)0 + 2kpi, k = 0,±1,±2, . . . ,
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ãäå 0 < (Argz)0 < 2pi. Ôóíêöèÿ (ln z)k êîíîðìíî îòîáðàæàåò
D0 íà ïîëóïîëîñó 2kpi < Imw < 2(k + 1)pi.
Ôóíêöèÿ w = ln z êîíîðìíî îòîáðàæàåò ñåêòîð 0 < Argz <
α ≤ 2pi íà ïîëîñó 0 < Imw < α.
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Çàäà÷è
5.1. Íàéòè îáðàçû ñëåäóþùèõ ëèíèé ïðè îòîáðàæåíèè w =
1
z
:
1) îêðóæíîñòè x2 + y2 = 2x; 2) îêðóæíîñòè x2 + y2 = y/3;
3) ïðÿìîé y = −x/2; 4) ïðÿìîé y = x− 1;
5) îêðóæíîñòè x2+y2+2(x−y)+1 = 0.
5.2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò îêðóæ-
íîñòü A(x2 + y2) + 2Bx + 2Cy = 0 ïðåîáðàçóåòñÿ óíêöèåé
w = 1/z â ïðÿìóþ, à ëþáàÿ ïðÿìàÿ Bx + Cy + D = 0 ïðè
D 6= 0  â îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäè-
íàò. Ïðè D = 0 äàííàÿ ïðÿìàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â îêðóæíîñòü
áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà (ò. å. ïðÿìóþ), òàê æå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò.
5.3. Íàéòè äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, åñëè:
1) òî÷êè i, 1, 1 + i ïåðåõîäÿò â òî÷êè 0, ∞, 1;
2) òî÷êè 1 è i íåïîäâèæíû, à òî÷êà 0 ïåðåõîäèò â ∞;
3) òî÷êè 1/2 è 2 íåïîäâèæíû, à 5/4 + i 3/4 ïåðåõîäèò â ∞.
5.4. Íàéòè îáðàçû îáëàñòåé ïðè îòîáðàæåíèè w =
1
2
(z +
1
z
):
1) âíóòðåííîñòè êðóãà |z| < R ïðè R < 1 è âíåøíîñòè êðóãà
|z| > R ïðè R > 1;
2) âíóòðåííîñòè êðóãà |z| < 1 ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [1/2; 1];
3) âíóòðåííîñòè êðóãà |z| < 1 ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1/2; 1].
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5.5. Íàéòè îáðàçû E çàäàííûõ îáëàñòåé ïðè îòîáðàæåíèè
w = ln z, w(i) =
pii
2
:
1) {z| Imz > 0}; 2) {z| |z| < 1, Imz > 0};
3) {z| |z| < 1, z /∈ [0, 1]}; 4) {z|z /∈ [−∞,−1] ∪ [0,∞]}.
5.6. Íàéòè îáðàç ïîëîñû {z| 0 < Rez < pi
2
} ïðè îòîáðàæåíèè
w = cos z.
5.7. Íàéòè îáðàç ïîëîñû {z| − pi
4
< Rez < pi
4
} ïðè îòîáðàæåíèè
w = tg z.
5.8. Íàéòè îáðàç ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè x = C, y = C ïðè
îòîáðàæåíèè w = ch z.
5.9. Ïóñòü D  ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷ó (−∞, 0]. Íàéòè
îáðàç D ïðè îòîáðàæåíèè w =
√
z.
5.10. Êðóã |z| < 1 ïîâåðíóòü íà 1800 è óâåëè÷èòü âäâîå åãî
ðàäèóñ.
5.11. Ïåðåâåñòè êðóã |z − a| < R íà êðóã |w| < 1.
5.12. Ïîëóïëîñêîñòü (ðèñ. 5.1.) îòîáðàçèòü íà âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü.
5.13. ×åòâåðòü ïëîñêîñòè (ðèñ. 5.2.) ïåðåâåñòè â ïåðâûé êîîð-
äèíàòíûé óãîë òàê, ÷òîáû òî÷êà b ïåðåøëà â 1.
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èñ. 5.1. èñ. 5.2.
5.14. Ñåêòîð 0 < Argz < α íà êðóã |w| < 1 òàê, ÷òîáû òî÷êà
a èç ñåêòîðà ïåðåøëà â w = 0.
5.15. Ñåêòîð 0 < Argz < α ñ âåðøèíîé â òî÷êå a íà âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü.
5.16. Îáëàñòü {Im z > 0, |z| > R} íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
ñ ñîîòâåòñòâèåì ∞→∞.
5.17. Êðóã |z| < r ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0, r] íà êðóã |w| < 1.
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5.18. Ïîëîñó 0 < Im z < 2h íà êðóã |w| < 1 òàê, ÷òîáû ih
ïåðåõîäèëà â 0.
5.19. Ïîëóïîëîñó Im z > 0, 0 < Rez < h íà âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü.
5.20. Âíåøíîñòü äâóóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî äóãàìè îêðóæ-
íîñòåé, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ a, b, íà |w| > 1.
5.21. Ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî âåùåñòâåííîé îñè: −∞ < x < α,
β < x < +∞  íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
5.22. Îáëàñòü, ñîñòàâëåííóþ èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è ïî-
ëóêðóãà (|z| < R, Im z < 0) íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ
óñëîâèåì: ∞ ïåðåõîäèò â ∞.
5.23. Ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [ α, β ] âåùåñòâåííîé
îñè íà |w| > 1.
5.24. |z| < 1 íà |w| < 1 ñ ñîîòâåòñòâèåì a→ 0.
5.25. Îáëàñòü {|z + 2| > 2, |z − 2| > 1} íà êîëüöî ρ < |w| < 1.
5.26. {|z − 3| > 9, |z − 8| < 16} → ρ < |w| < 1. ×åìó ðàâíî ρ?
5.27. { |z − 1| > 1, |z| < 4 } → 1 < |w| < ρ.
5.28. Íàéòè êîíîðìíîå îòîáðàæåíèå âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
íà ñåáÿ, ïðåîáðàçóþùåå òî÷êè ∞, 0, 1 â òî÷êè 0, 1,∞.
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5.29. Îòîáðàçèòü âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåç-
êó [ a, a+ ih ] íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
5.30. Îòîáðàçèòü ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó øèðèíîé H ñ ðàçðå-
çîì ïî îòðåçêó [a, a + ih] íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñó øèðèíîé
1.
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Îòâåòû
5.1 1) åøåíèå. Ïîëàãàÿ z = x+ iy èìååì x =
1
2
(z + z), y =
1
2i
(z − z).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, íàõîäèì x2+y2−2x =
z · z − (z + z) = 0. è ïîñëå çàìåíû w = 1
z
èìååì
1
ww
− 1
w
− 1
w
= 0, ò.å.
w + w = 1. Åñëè w = u + iv, òî w + w = 2u = 1. Òàêèì îáðàçîì,
îêðóæíîñòü x2 + y2 = 2x ïðåîáðàçóåòñÿ â ïðÿìóþ u =
1
2
, ïàðàëëåëüíóþ
ìíèìîé îñè.
2) Ïðÿìàÿ v = −3. 3) Ïðÿìàÿ u− 2v = 0.
4) Îêðóæíîñòü u2+v2−u−v = 0. Îêðóæíîñòü u2+v2+2u+2v+1 = 0.
5.3 1) w = i
z − i
z − 1 2) w =
(i+ 1)z − i
z
3) w =
(5 − 3i)z − 4
4z − 5− 3i .
5.4 1) Êàê âíóòðåííîñòü êðóãà |z| < R ïðè R < 1, òàê è âíåøíîñòü êðóãà
|z| > R ïðè R > 1 îòîáðàçÿòñÿ íà âíåøíîñòü ýëëèïñà
u2
1
4
(R +
1
R
)2
+
v2
1
4
(R− 1
R
)2
= 1.
2) Ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−1; 5/4].
3) Ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ëó÷àì (−∞; −5/4] , [1; +∞).
5.5 1) E = {w| 0 < Imw < pi}, 2) E = {w| Rew < 0, 0 < Imw < pi},
3) E = {w| Rew < 0, 0 < Imw < 2pi},
4) E = {w| 0 < Im w < 2pi, w 6= u+ ipi äëÿ u > 0}.
5.6 Ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ñ èñêëþ÷åííûì ëó÷åì 1 < u <∞, v = 0.
5.7 Êðóã |w| < 1.
5.8 Ïðÿìûå x = C ïðåîáðàçóþòñÿ â ýëëèïñû
u2
ch2 C
+
v2
sh2 C
= 1, à
ïðÿìûå y = C â ãèïåðáîëû
u2
cos2 C
− v
2
sin2 C
= 1.
5.9 Ôóíêöèÿ f1(z), îïðåäåëÿåìàÿ çíà÷åíèåì f1(1) = 1, îòîáðàæàåò îáëàñòü
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D íà ïîëóïëîñêîñòüRez > 0, à óíêöèÿ f2(z) = −f1(z) íà ïîëóïëîñêîñòü
Rez < 0.
5.10 w = −2z. 5.11 w = 1
R
(z − a). 5.12 w = −(z + iα)eiβ .
5.13 w = (z − a)/(b− a). 5.14 w = (zpi/α − api/α)
/
(z
pi/α − api/α).
5.15 w = −(z − a)pi/α · e
ipi2/(2α)
. 5.16 w =
1
2
(
z
R
+
R
z
)
.
5.17 w =
z + r + i2
√
rz
z + r − i2√rz . 5.18 w =
e(pi/2h)z − i
e(pi/2h)z + i
.
5.19 w = − cos piz
h
. 5.20 w =
[
z−a
z−b e
−i(α+β)
]pi/(2pi−α)
+ i[
z−a
z−b e
−i(α+β)
]pi/(2pi−α)
− i
.
5.21 w =
√
z − α
z − β . 5.22 w =
1− (z −R
z +R
)2/3−1
.
5.23 w =
1
β − α [2z + 2
√
(z − α)(z − β)− (α+ β)].
5.24 w = eiα · z − a
1− az , α  ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.
5.25 w = eiα · 8z − (3−
√
105)
8z − (3 +√105) ·
13−√105
8
, ρ =
11−√105
4
.
5.26 w = eiα · 2z
z + 24
, ρ =
2
3
.
5.27 w = eiα · z − 8 +
√
48
z − 8−√48 · (7 +
√
48), ρ = 2 +
√
3.
5.28 w =
1
(1 − z) . 5.29 w =
√
(z − a)2 + h2.
5.30 w =
2
pi
·Arc th
[ √
th2
pi(z − a)
2H
+ tg2
pih
2H
· cos pih
2H
]
.
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6 Èíòåãðàë îò óíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî
6.1 Ïîíÿòèå èíòåãðàëà è ïåðâîîáðàçíîé
Ïóñòü çàäàíà êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ : I −→ C, ãäå I =
[α, β]  îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè, è íà îáðàçå γ(I) çàäàíà
êîìïëåêñíàÿ óíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî óíêöèÿ f ◦ γ íåïðåðûâíà
íà I. Èíòåãðàëîì îò óíêöèè f ïî êðèâîé γ íàçûâàåòñÿ
∫
γ
f dz =
β∫
α
f ◦ γ(t)γ′(t) dt, (6.1)
ãäå â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàë îò êîìïëåêñíîé óíêöèè
f ◦ γ(t)γ′(t) = g1(t) + i g2(t) äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà t ïîíè-
ìàåòñÿ êàê
β∫
α
g1(t) dt+ i
β∫
α
g2(t) dt.
Íå âäàâàÿñü â òîíêîñòè, òåì íå ìåíåå îòìåòèì, ÷òî îäèí è
òîò æå îáðàç íà ïëîñêîñòè z ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèÿ γ : [α, β] −→ C, òàê è ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ
γ1 : [α1, β1] −→ C. Åñëè êðèâàÿ γ1 ïîëó÷àåòñÿ èç êðèâîé γ äî-
ïóñòèìîé çàìåíîé ïàðàìåòðà, ò. å. γ = γ1 ◦ τ , ãäå τ  âîçðàñ-
òàþùåå êóñî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå [α, β] íà [α1, β1], òî äëÿ
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ëþáîé íåïðåðûâíîé íà γ (ñëåäîâàòåëüíî, è íà γ1) óíêöèè∫
γ
f dz =
∫
γ1
f dz.
Èìåííî ïîýòîìó ïîíÿòèå èíòåãðàëà ïî êðèâîé èìååò ñìûñë. Ýòî
ñâîéñòâî íàçûâàþò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îò
êîìïëåêñíîé óíêöèè.
Åñëè ïîëîæèòü f = u+ iv è dz = γ′(t) dt = dx+ i dy, òî èíòå-
ãðàë (6.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
ïî êîîðäèíàòàì∫
γ
f dz =
∫
γ
u dx− v dy + i
∫
γ
v dx+ u dy. (6.2)
Ïðèìåð 6.1. Ïóñòü γ  îêðóæíîñòü γ(t) = a+ reit, t ∈ [0, 2pi]
è f(z) = (z − a)n, ãäå n = ±1, . . .  ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Èìååì γ′(t) = ireit, f ◦ γ(t) = rneint è ïî îðìóëå (6.1) èìååì∫
γ
(z − a)ndz = rn+1i
2pi∫
0
ei(n+1)dt.
Ïðè n 6= −1 èìååì∫
γ
(z − a)ndz = rn+1 e
i(n+1)2pi − 1
n+ 1
= 0
â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîêàçàòåëüíîé óíêöèè, à ïðè n = −1∫
γ
dz
z − a = i
2pi∫
0
dt = 2pii.
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Ïðèìåð 6.2. Ýòîò ïðèìåð  îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî. Ïóñòü
γ : I −→ C  ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé ïóòü è n 6= −1  ïðîèç-
âîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïðè n < 0 ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ íå
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó z = 0 (γ(t) 6= 0 íà I). Ïî ïðàâèëó äèå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ óíêöèé
d
dt
γn+1(t) = (n + 1)γn(t)γ′(t),
ñëåäîâàòåëüíî
∫
γ
zn dz =
β∫
α
γn(t)γ′(t) dt =
1
n+ 1
(
γn(β)− γn(α)).
Èíòåãðàëû îò zn íå çàâèñÿò îò âèäà ïóòè, à îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü
åãî íà÷àëîì è êîíöîì. Ïî çàìêíóòûì êðèâûì (ïðè n < 0 íå
ïðîõîäÿùèì ÷åðåç z = 0) îíè ðàâíû íóëþ.
Íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà îò êîìïëåêñíûõ
óíêöèé.
1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè f è g íåïðåðûâíû íà êóñî÷íî ãëàäêîé
êðèâîé γ, òî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ïîñòîÿííûõ a è b∫
γ
(af + bg) dz = a
∫
γ
f dz + b
∫
γ
g dz.
2. Àääèòèâíîñòü. Ïóñòü äàíû äâå êóñî÷íî ãëàäêèå êðèâûå
γ1 : [α1, β1] −→ C è γ2 : [β1, β2] −→ C. Îáúåäèíåíèåì γ = γ1 ∪ γ2
íàçîâåì êðèâóþ γ : [α1, β2] −→ C òàêóþ, ÷òî
γ(t) =
{
γ1(t) äëÿ t ∈ [α1, β1],
γ2(t) äëÿ t ∈ [β1, β2].
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Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà γ = γ1 ∪ γ2 óíêöèè f∫
γ1∪γ2
f dz =
∫
γ1
f dz +
∫
γ2
f dz.
Åñëè γ1(β1) 6= γ2(β2), òî γ1∪γ2 óæå íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
êðèâîé, íî ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ.
3. Îðèåíòèðîâàííîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ− êðèâóþ, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé γ : [α, β] −→ C çà-
ìåíîé ïåðåìåííûõ t→ α+β− t (γ−(t) = γ(α+β− t), t ∈ [α, β]).
Åñëè f  óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà γ, òî
∫
γ−
f dz = −
∫
γ
f dz.
Ïåðâîîáðàçíîé óíêöèè f â îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ òàêàÿ
àíàëèòè÷åñêàÿ â ýòîé îáëàñòè óíêöèÿ F , ÷òî â êàæäîé òî÷êå
z ∈ D F ′(z) = f(z).
Ïóñòü â îáëàñòè D çàäàíà óíêöèÿ f è γ : I −→ C  ïðî-
èçâîëüíàÿ (íåïðåðûâíàÿ) êðèâàÿ. Ôóíêöèþ Φ : I −→ C áóäåì
íàçûâàòü ïåðâîîáðàçíîé óíêöèè f âäîëü êðèâîé γ, åñëè îíà:
1) íåïðåðûâíà íà I è 2) äëÿ ëþáîé òî÷êè t0 ∈ I ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü U ⊂ D òî÷êè z0 = γ(t0), â êîòîðîé f èìååò ïåðâî-
îáðàçíóþ FU òàêóþ, ÷òî FU ◦ γ(t) = Φ(t).
Åñëè f èìååò ïåðâîîáðàçíóþ F âî âñåé îáëàñòè D, òî óíê-
öèÿ F ◦ γ(t) áóäåò ñëóæèòü ïåðâîîáðàçíîé âäîëü êðèâîé γ. Íî
â îïðåäåëåíèè íå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé âî
âñåé D, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà ñóùåñòâîâàëà ëîêàëüíî. Ïåðâî-
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îáðàçíàÿ âäîëü êðèâîé, ÿâëÿÿñü óíêöèåé t, ìîæåò íå áûòü
óíêöèåé z.
Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîé àíàëèòè÷åñêîé â D óíêöèè f è ëþ-
áîé íåïðåðûâíîé êðèâîé γ : I −→ D ïåðâîîáðàçíàÿ f âäîëü γ
ñóùåñòâóåò è îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëà-
ãàåìîãî.
Òåîðåìà 6.2. Åñëè γ : [α, β] −→ C  êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ è
óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà γ è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ Φ(t) âäîëü
γ, òî
∫
γ
f dz = Φ(β)− Φ(α).
Èíòåãðàë îò f ïî ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé êðèâîé γ ∈ D
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðèðàùåíèå åå ïåðâîîáðàçíîé âäîëü êðè-
âîé íà îòðåçêå [α, β] èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà. Èç ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìû âèäíî, ÷òî â ìíîãîñâÿçíîé îáëàñòè íå êàæäàÿ àíàëèòè÷å-
ñêàÿ óíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.
Ïðèìåð 6.3. Ïóñòü D = {0 < z < 2} è f(z) = 1
z
. Ôóíêöèÿ
f àíàëèòè÷íà â D, íî íå ìîæåò èìåòü ïåðâîîáðàçíîé. Â ñàìîì
äåëå, åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ïåðâîîáðàçíàÿ F , òî äëÿ ëþáîé êðè-
âîé γ : [α, β] −→ D, ëåæàùåé â D, ïåðâîîáðàçíîé âäîëü êðè-
âîé ñëóæèëà áû óíêöèÿ F ◦ γ(t) è
∫
γ
f dz = F (b) − F (a), ãäå
a = γ(α) è b = γ(β). Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë âäîëü ëþáîãî çà-
ìêíóòîãî êîíòóðà (ïðè b = a) ðàâíÿëñÿ áû íóëþ. Íî èíòåãðàë
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îò f âäîëü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè z = eit, t ∈ [0, 2pi], ðàâåí 2pii
(ïðèìåð 6.1).
Åñëè èíòåãðàë
∫
γ
f dz íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
òî
∫
γ
f(ζ) dζ =
z∫
z0
f(ζ) dζ , ãäå z0 è z ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíàÿ
è êîíå÷íàÿ òî÷êè êðèâîé. Åñëè òî÷êà z0 èêñèðîâàíà, òî èíòå-
ãðàë
z∫
z0
f(ζ) dζ = F (z) ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé òîëüêî z.
Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü óíêöèÿ f íåïðåðûâíà â êîíå÷íîé îáëà-
ñòè D, è ïóñòü èíòåãðàë îò ýòîé óíêöèè ïî ëþáîé çàìêíó-
òîé êðèâîé, ëåæàùåé â îáëàñòè D, ðàâåí íóëþ. Òîãäà óíêöèÿ
F (z) =
z∫
z0
f(ζ) dζ, ãäå z0 ∈ D, z ∈ D, ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé
óíêöèè f â îáëàñòè D.
Òåîðåìà 6.4. Åñëè óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êîíå÷íîé îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè D, òî îíà èìååò â ýòîé îáëàñòè ïåðâîîáðàç-
íóþ F .
6.2 Òåîðèÿ Êîøè
Òåîðåìà 6.5 (Òåîðåìà Êîøè). Åñëè óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â
îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D è γ  ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êóñî÷íî ãëàä-
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êàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, òî∫
γ
f(z) dz = 0.
Èç òåîðåìû Êîøè ñðàçó ñëåäóåò òåîðåìà 6.4. Åùå îäíà îð-
ìóëèðîâêà òåîðåìû Êîøè â òåðìèíàõ ãîìîòîïèè.
Òåîðåìà 6.6. Åñëè óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êîíå÷íîé îáëàñòè
D, à êðèâûå γ1 è γ2 ãîìîòîïíû â îáëàñòè D, òî∫
γ1
f dz =
∫
γ2
f dz.
Â ýòîé îðìóëèðîâêå îáëàñòü D ìîæåò è íå áûòü îäíîñâÿç-
íîé. Â ïðèìåðå 6.3 èíòåãðàë ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó,
îõâàòûâàþùåìó òî÷êó 0, áóäåò ðàâåí 2pii.
Òåîðåìó Êîøè ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà êðèâàÿ γ
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé îáëàñòè D.
Òåîðåìà 6.7 (Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Êîøè). Åñëè γ  çàìêíó-
òàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ Æîðäàíà, à óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â êî-
íå÷íîé îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì γ, è íåïðåðûâíà â
D, òî ∫
γ
f(z) dz = 0.
Èç òåîðåìû Êîøè âûòåêàåò è ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 6.8. Ïóñòü D  êîíå÷íàÿ (n + 1)-ñâÿçíàÿ îáëàñòü,
ãðàíèöà êîòîðîé Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ Æîðäà-
íà Γ0 ∪ Γ1 ∪ ... ∪ Γn, ãäå Γ1, Γ2 . . .Γn ëåæàò âíóòðè êîíå÷íîé
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé Γ0. Åñëè f  àíàëèòè÷íàÿ â D
è íåïðåðûâíàÿ â D óíêöèÿ, òî∫
Γ
f(z) dz =
∫
Γ0
f(z) dz −
n−∑
k=1
∫
Γk
f(z) dz = 0.
Åñëè Åñëè f  àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ñ æîðäàíîâîé
êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ è íåïðåðûâíàÿ â D óíêöèÿ, òî
äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà èíòåãðàëüíàÿ îðìóëà Êîøè:
f(z) =
1
2pii
∫
Γ
f(ξ)
ξ − z dξ. (6.3)
Âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîé îðìóëû íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì
Êîøè.
Åñëè γ  çàìêíóòàÿ èëè ðàçîìêíóòàÿ êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðè-
âàÿ Æîðäàíà è f(ξ)  çàäàííàÿ íà γ íåïðåðûâíàÿ óíêöèÿ, òî
â ëþáîé òî÷êå z /∈ γ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò
èíòåãðàë
F (z) =
1
2pii
∫
γ
f(ξ)
ξ − z dξ, (6.4)
ÿâëÿþùèéñÿ îäíîçíà÷íîé óíêöèåé z. Âûðàæåíèå (6.4) íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè. Èíòåãðàë òèïà Êîøè îáëàäàåò
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çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: â ëþáîé òî÷êå z êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, íå ëåæàùåé íà êðèâîé γ, èíòåãðàë òèïà Êîøè (6.4)
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé, ïðè÷åì
F ′(z) =
1
2pii
∫
γ
f(ξ)
(ξ − z)2 dξ. (6.5)
Áîëåå òîãî, F (z) èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è
F (n)(z) =
n!
2pii
∫
γ
f(ξ)
(ξ − z)n+1 dξ. (6.6)
Ýòî ñâîéñòâî èíòåãðàëà òèïà Êîøè ïîçâîëÿåò äåëàòü âàæíîå
çàêëþ÷åíèå: àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D óíêöèÿ f â êàæäîé
òî÷êå ýòîé îáëàñòè èìååò ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ïîðÿäêà.
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Çàäà÷è
6.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
|z| z dz, ãäå l  âåðõíÿÿ ïîëó-
îêðóæíîñòü |z| = 1 ñ îáõîäîì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
6.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
(z + z) dz, ãäå l  äóãà îêðóæíî-
ñòè |z| = 1, pi/2 ≤ arg z ≤ 3pi/2.
Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ïî çàäàííûì êîíòóðàì:
6.3.
∫
l
(2z + 1) z dz, l = { z| | z | = 1, 0 ≤ arg z ≤ pi}.
6.4.
∫
l
Im z dz, l = { (x, y) | y = 2x2, 0 ≤ x ≤ 1}.
6.5.
∫
l
(iz2 − 2z) dz, l = { z | | z | = 2, 0 ≤ arg ≤ pi/2}.
6.6.
∫
l
Re (z + z2) dz, l = { (x, y) | y = 2x2, 0 ≤ x ≤ 1}.
6.7.
∫
l
( z2 − z) dz, l = { z | | z | = 1, 0 ≤ arg ≤ 2pi}.
6.8.
∫
l
zezdz, l  îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè z0 = 1 äî òî÷êè z1 = i.
6.9.
∫
l
ezdz, l  îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè z0 = pi äî òî÷êè
z1 = −ipi.
6.10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
(z − z0)n dz, n  öåëîå ÷èñëî, ãäå
l  îêðóæíîñòü |z − z0| = R ñ îáõîäîì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
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6.11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
(z − z0)n dz, n  öåëîå ÷èñëî, ãäå
l  âåðõíÿÿ ïîëóîêðóæíîñòü |z − z0| = R, Im(z − z0) > 0 ñ
îáõîäîì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
6.12. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
z
z
dz, ãäå l  ÷åòâåðòü îêðóæ-
íîñòè |z − z0| = 1, 0 ≤ argz ≤ pi
2
ñ îáõîäîì ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè.
6.13. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
∫
l
ezdz âäîëü ëîìàíîé ñ âåðøèíàìè:
1) 0, 1, 1 + i; 2) 0, i, 1 + i.
6.14. Êàêîâ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà
∫
l
|dz| ?
Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû (îáõîä êîíòóðîâ  ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè):
6.15.
∮
|z−i|=1
sin ipiz
2
z2 + 1
dz 6.16.
∮
|z−2|=3
ez
z3(z − 1)dz
6.17.
∮
|z|=1
z2
z − 2i dz 6.18.
∮
|z|=4
z2
z − 2i dz
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6.19.
∮
|z+i|=
sin z
(z + i)3
dz
6.20.
∮
|z|=3
dz
z2 + 2z
6.21.
∮
C
dz
(z − 1)3(z + 1)3 , ãäå:
1) C = {z| |z − 1| = 1}; 2) C = {z| |z + 1| = 1};
3) C = {z| |z| = R, R 6= 1}.
6.22.
∮
|z|=4
cos z
z2 − pi2dz.
6.23. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1
2pii
∮
l
epii
z(1− z) dz, åñëè:
1) òî÷êà 0 ëåæèò âíóòðè, à òî÷êà 1  âíå êîíòóðà l;
2) òî÷êà 1 ëåæèò âíóòðè, à òî÷êà 0  âíå êîíòóðà l;
3) òî÷êè 0 è 1 ëåæàò âíóòðè êîíòóðà l.
6.24. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë
1
2pii
∫
l
z2 Ln
z + 1
z − 1 dz, åñëè Ln a =
ln a äëÿ a > 1 è êîíòóð l ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé:
1) îêðóæíîñòü |z| = 2;
2) îêðóæíîñòü |z − 1| = 1; à íà÷àëüíàÿ òî÷êà èíòåãðèðîâàíèÿ
z0 = 1 + i.
6.25. Äîêàçàòü òåîðåìó Ìîðåðà (îáðàùåíèå òåîðåìû Êîøè):
Åñëè óíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè îáëàñòè
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D è âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî êóñî÷íî ãëàäêîãî êîíòóðà γ, ëå-
æàùåãî â D,
∫
γ
f(z) dz = 0, òî f(z) àíàëèòè÷íà âñþäó â D.
6.26. Ïîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ âåòâü óíêöèè Ln z ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ óíêöèè 1/z âäîëü ïîä-
õîäÿùèì îáðàçîì ïîäîáðàííîãî êîíòóðà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó
z0 = 1 ñ òî÷êîé z.
6.27. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë òèïà Êîøè (6.4), ãäå γ  ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, à f  íåïðåðûâíàÿ íà γ óíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé,
àíàëèòè÷íîé â C \ γ (ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷åê êðèâîé γ) è ðàâíîé íóëþ â áåñêîíå÷íîñòè.
6.28. Ïóñòü γ  ãëàäêàÿ çàìêíóòàÿ æîðäàíîâà êðèâàÿ, îãðà-
íè÷èâàþùàÿ îáëàñòü D, è f  äèåðåíöèðóåìàÿ íà γ óíê-
öèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàë òèïà Êîøè (6.4) áûë èíòåãðàëîì
Êîøè (6.3):
1)
∫
γ
f(ξ) dξ
ξ − z = 0 äëÿ âñåõ z ∈ C \D;
2)
∫
γ
ξnf(ξ) dξ = 0 äëÿ âñåõ n = 0, 1, 2 . . .
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Îòâåòû
6.1 åøåíèå. Ïîêàæåì êàê ðåøàåòñÿ çàäà÷à, åñëè èñïîëüçîâàòü îðìóëó,
ïîçâîëÿþùóþ ïðåäñòàâèòü èíòåãðàë îò óíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííî-
ãî â âèäå ñóììû äâóõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ 2-ãî ðîäà:
∫
l
f(z)dz =
=
∫
l
u(x, y)dx− v(x, y)dy + i ∫
l
v(x, y)dx + u(x, y)dy. Èìååì∫
l
|z| z dz =
∫
l
√
x2 + y2 (x dx+ y dy) + i
∫
l
√
x2 + y2 (−y dx+ x dy).
Ïåðåõîäÿ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ êðèâîé x = cos t, y = sin t,
0 ≤ t ≤ pi, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
√
x2 + y2 = |z| = 1 â òî÷êàõ êðèâîé, ïîëó-
÷àåì
∫
l
|z| z dz =
pi∫
0
(− cos t sin t+ sin t cos t)dt+ i
pi∫
0
(sin2 t+ cos2 t)dt = pii.
Óêàçàííûé âûøå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ.
6.2 åøåíèå. Ïîëîæèì z(t) = eit, pi/2 ≤ t ≤ 3pi/2. Òîãäà z′ = ieit è,
èñïîëüçóÿ îðìóëó
∫
l
f(z) dz =
β∫
α
f [z(t)] z′(t) dt, íàõîäèì:
∫
l
(z + z)dz =
3pi/2∫
pi/2
(
eit + e−it
)
ieitdt = i
(
1
2i
e2it + t
)
|3pi/2
pi/2 = pii.
6.3 −4 + ipi. 6.4 2
3
+ 2i. 6.5
8
3
− i(8
3
+ 4pi). 6.6
1
30
− i
3
.
6.7 −2. 6.8 (2 sin 1− e) + i(1− 2 cos 1). 6.9 −i(1 + epi).
6.10
∮
|z−z0|=R
(z − z0)n dz =
{
0, n 6= −1,
2pii, n = −1. Óêàçàíèå. Ïðîèçâåñòè
çàìåíó ïåðåìåííîé z − z0 = R · eiθ.
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6.11
∫
|z−z0|=R
0≤arg(z−z0)≤pi
(z − z0)n dz =

pii, n = −1,
0, n = 2k + 1, k ∈ z, k 6= −1,
− 2R2k+12k+1 , n = 2k.
6.12 −1 + i
3
. 6.13 1) e · (2− e−1)− 1; 2) e−1 · (e− 2) + 1.
6.14 Äëèíà êðèâîé l.
6.15 åøåíèå. Çàïèøåì èíòåãðàë â âèäå I =
∮
|z−i|=1
sin ipiz2
(z + i)(z − i) dz è, èñ-
ïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ îðìóëó Êîøè (6.3), íàõîäèì I = 2pii
sin ipiz2
z + i
∣∣∣∣∣
z=i
=
2pii
sin(−pi2 )
2i
= −pi.
6.16 åøåíèå. Òàê êàê âíóòðè êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ çíàìåíàòåëü ïî-
äèíòåãðàëüíîé óíêöèè îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ z1 = 0 è z2 = 1,
òî ðàññìîòðèì ìíîãîñâÿçíóþ îáëàñòü D, îãðàíè÷åííóþ îêðóæíîñòüþ
Γ = {z| |z − 2| = 3} è âíóòðåííèìè êîíòóðàìè γ1 = {z| |z| = ρ} è
γ2 = {z| |z − 1| = ρ}, (0 < ρ < 1/2). Òîãäà â ýòîé îáëàñòè D óíê-
öèÿ f(z) =
ez
z3(z − 1) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, è, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.8,
ìîæåì çàïèñàòü:
∮
Γ+
f(z)dz+
∮
γ
−
1
f(z)dz+
∮
γ
−
2
f(z)dz = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
I =
∮
Γ+
ez
z3(z − 1)dz =
∮
γ
+
1
ez
z3(z − 1)dz+
∮
γ
+
2
ez
z3(z − 1)dz. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü èí-
òåãðàëüíóþ îðìóëó Êîøè (6.3) è ñëåäñòâèå òåîðåìû îá èíòåãðàëå òèïà
Êîøè (6.6),
ïîëó÷àåì
∮
γ
+
1
ez
z−1
z3
dz =
2pii
2!
( ez
z − 1
)′′∣∣∣
z=0
= pii
ez(z2 − 4z + 5)
(z − 1)3
∣∣∣
z=0
= −5pii,
∮
γ
+
2
ez
/
z3
z − 1 dz = 2pii
ez
z3
∣∣∣
z=1
= 2pi e i. Òàêèì îáðàçîì, I = pi i (2e− 5).
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6.17 0. 6.18 −8pii. 6.19 −pi sh 1. 6.20 0.
6.21 1)
3pi i
8
; 2) −3 pi i
8
; 3) 0. 6.22 0.
6.23 1) 1; 2) −e; 3) 1− e. 6.24 1) 2/3; 2) 1− 2i/3.
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7 ÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà
7.1 Àíàëèòè÷åñêèå óíêöèè è
ñòåïåííûå ðÿäû
Â ýòîì ïóíêòå ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ óíê-
öèé â âèäå ñóìì ñòåïåííûõ ðÿäîâ (ðÿäîâ Òåéëîðà). Â îñíîâå
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæèò èíòåãðàëüíàÿ îðìóëà Êîøè.
ÿä (èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë)
∞∑
n=0
an íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn =
n∑
k=0
ak èìååò
êîíå÷íûé ïðåäåë s; ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.
Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑
n=0
fn(z), ãäå óíêöèè fn îïðåäåëåíû
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå M ⊂ C, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ íà M , åñëè îí ñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå z ∈ M è äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ
n > N îñòàòêè ýòîãî ðÿäà
∣∣∣ ∞∑
k=n+1
fk(z)
∣∣∣ < ε äëÿ âñåõ z ∈M .
Òàê æå, êàê â àíàëèçå, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðÿä
∞∑
n=0
fn(z) ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâåM , åñëè îí ìàæîðèðóåòñÿ íàM
ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì (
∞∑
n=0
‖fn‖, ãäå ‖fn‖ = sup
z∈M
|fn(z)|).
Ñóììà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èç óíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà ìíîæåñòâå M , íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå, ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèéñÿ íà ãëàäêîé êðèâîé ðÿä èç íåïðåðûâíûõ óíêöèé
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ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ýòîé êðèâîé.
Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà
∞∑
n=0
cn(z − a)n. (7.1)
Ïðèìåð 7.1. ÿä
∞∑
n=0
zn
nn
ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, òàê êàê äëÿ ëþáîãî z ìîæíî óêàçàòü òàêîå N , ÷òî
äëÿ ëþáîãî n > N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |z/n| < 1/2, ò. å.
|zn/nn| < 1/2n, îòêóäà âûòåêàåò ñõîäèìîñòü â òî÷êå z.
Ïðèìåð 7.2. ÿä
∞∑
n=0
nnzn ñõîäèòñÿ ëèøü ïðè z = 0, òàê êàê åñ-
ëè z 6= 0, òî ïðè n > 1 èìååì |nz| > 1 è |nz|n > 1 (íå âûïîëíåíî
íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè).
Òåîðåìà 7.1 (Òåîðåìà Àáåëÿ). Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0
cnz
n
(7.2)
ñõîäèòñÿ â òî÷êå z0 6= 0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â êðóãå
K0 : |z| < |z0|, à â êðóãå K1 : |z| ≤ ρ < |z0| ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî.
Èç òåîðåìû Àáåëÿ âûòåêàåò ðÿä âàæíûõ ñëåäñòâèé. Ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ðÿä
∞∑
n=0
ncnz
n−1
, ñîñòàâëåííûé èç
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ïðîèçâîäíûõ ðÿäà (7.2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êðóãå K0 è ðàâ-
íîìåðíî â êðóãå K1.
Ñóùåñòâóåò êðóã K : |z| < R òàêîé, ÷òî ðÿä (7.2) ñõîäèò-
ñÿ âî âñåõ òî÷êàõ, ëåæàùèõ âíóòðè êðóãà K è ðàñõîäèòñÿ
âíå ýòîãî êðóãà. Ýòîò êðóã íàçûâàþò êðóãîì ñõîäèìîñòè ðÿäà
(7.2), à åãî ðàäèóñ R  ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè.
Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà (7.2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è äè-
åðåíöèðóåìîé óíêöèåé âíóòðè êðóãà ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿ-
äà.
Èç êîýèöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà (7.2) ñîñòàâèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë |c1|, |c2|1/2 . . . |ck|1/k, . . .
è îáîçíà÷èì ÷åðåç l âåðõíèé ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
l = lim
k→∞
|ck|1/k.
Òåîðåìà 7.2 (Òåîðåìà Êîøè-Àäàìàðà). àäèóñ ñõîäèìîñòè R
ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0
cnz
n
îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé
R =
1
l
,
ïðè÷åì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî R = 0 ïðè l = +∞ è R = +∞
ïðè l = 0.
Ñóììèðóÿ è îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå, ñîðìóëèðóåì âûâîä:
ñóììà s(z) ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=0
cn(z − a)n âíóòðè åãî êðóãà
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ñõîäèìîñòè |z − a| < R ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Òåéëî-
ðà. Íî ïðåæäå ÷åì åå ñîðìóëèðîâàòü, ñäåëàåì
Çàìå÷àíèå. Ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà â òî÷êàõ ãðàíèöû
êðóãà ñõîäèìîñòè íå ñâÿçàíà ñ àíàëèòè÷íîñòüþ ñóììû ðÿäà â
ýòèõ òî÷êàõ.
Ïðèìåð 7.3. íàïèøåì ðàçëîæåíèå â ãåîìåòðè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ
1
1− z =
∞∑
n=0
zn, (7.3)
ñõîäÿùååñÿ â êðóãå {|z| < 1}. Âî âñåõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè {|z| =
1} ðÿä (7.3) ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî îáùèé ÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Îäíàêî ñóììà ýòîãî ðÿäà àíàëèòè÷íà âî âñåõ òî÷êàõ
îêðóæíîñòè, êðîìå z = 1.
Ïðèìåð 7.4. ÿä
∞∑
n=1
zn
n2
= f(z) (7.4)
ñõîäèòñÿ âî âñåõ òî÷êàõ îêðóæíîñòè êðóãà ñõîäèìîñòè
{|z| = 1}, òàê êàê ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì∑ 1
n2
. Îäíàêî åãî ñóììà f íå ìîæåò áûòü àíàëèòè÷íîé â òî÷êå
z = 1, òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) =
∞∑
1
zn−1
n
ïðè ñòðåìëåíèè ê
1 ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
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Òåîðåìà 7.3 (Òåîðåìà Òåéëîðà). Àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D
óíêöèÿ f â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè a ∈ D ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà
f(z) =
∞∑
n=0
cn(z − a)n, (7.5)
ðàäèóñ ñõîäèìîñòè R êîòîðîãî íå ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå d
îò òî÷êè a äî ãðàíèöû Γ îáëàñòè D.
Åñëè γ  îêðóæíîñòü |ξ − a| = δ < d, òî, èñïîëüçóÿ èí-
òåãðàëüíóþ òåîðåìó Êîøè, ðàâåíñòâî (7.5) ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå
f(z) =
1
2pii
∫
γ
f(ξ)
ξ − a
∞∑
n=0
(z − a
ξ − a
)n
dξ =
∞∑
n=0
cn(z − a)n, (7.6)
ãäå
cn =
1
2pii
∫
γ
f(ξ)
(ξ − a)n+1 , n = 0, 1 . . . , (7.7)
èëè
cn =
f (n)(a)
n!
. (7.8)
ÿä (7.6), êîýèöèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç àíà-
ëèòè÷åñêóþ óíêöèþ f(z) ïî îðìóëàì (7.7) è (7.8), íàçûâà-
åòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà èëè ðàçëîæåíèåì Òåéëîðà óíêöèè f(z).
Êàæäûé ñòåïåííîé ðÿä âíóòðè ñâîåãî êðóãà ñõîäèìîñòè
ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ñâîåé ñóììû s(z).
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àçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà âîç-
ìîæíî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
Òî÷êà a èç îáëàñòè çàäàíèÿ óíêöèè f , â êîòîðîé f(a) = 0
íàçûâàåòñÿ íóëåì óíêöèè f . Àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ f (íå
ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ) â îáëàñòè ñâîåãî çàäàíèÿ ìîæåò
èìåòü ëèøü ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé. Â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè
â îêðåñòíîñòè ñâîåãî íóëÿ a 6= ∞ óíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä
Òåéëîðà
f(z) =
∞∑
n=m
cn(z − a)n, cm 6= 0, (7.9)
ãäå m ≥ 1. ×èñëî m íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì èëè êðàòíîñòüþ
íóëÿ. Åñëè m = 1, òî íóëü a íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì.
Åñëè áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé àíàëè-
òè÷íîñòè, òî ðàçëîæåíèå óíêöèè f â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè èìååò âèä
f(z) = c0 +
∞∑
n=1
cn
zn
. (7.10)
Åñëè a =∞ ÿâëÿåòñÿ íóëåì óíêöèè f , òî
f(z) =
∞∑
n=m
cn
zn
=
1
zm
(
cm +
cm+1
z
+ · · · ), (7.11)
ãäå cm 6= 0.
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7.2 Ïðèåìû ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä
Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíûõ îò ðÿäà ýëåìåí-
òàðíûõ óíêöèé â òî÷êå z = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå
ñõîäÿùèåñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàçëîæåíèÿ:
ez =
∞∑
n=0
zn
n!
, (7.12)
sin z =
∞∑
n=0
(−1)nz2n+1
(2n+ 1)!
, cos z =
∞∑
n=0
(−1)nz2n
(2n)!
, (7.13)
sh z =
∞∑
n=0
z2n+1
(2n+ 1)!
, ch z =
∞∑
n=0
z2n
(2n)!
. (7.14)
Ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ ñõîäÿòñÿ â êðóãå |z| < 1:
ln (1 + z) =
∞∑
n=0
(−1)n+1zn
n
, (7.15)
(1 + z)α = 1 +
∞∑
n=1
α(α− 1) . . . (α− n+ 1)
n!
zn, α 6= 1, (7.16)
1
1− z =
∞∑
n=0
zn. (7.17)
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýèöèåíòîâ ðÿäà (7.6) îðìóëû (7.7)
è (7.8) îáû÷íî íå èñïîëüçóþòñÿ. Äîâîëüíî ÷àñòî êîýèöèåí-
òû ðÿäà Òåéëîðà íàõîäÿò, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ è
ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå èñêóññòâåííûå ïðèåìû.
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Ïðèìåð 7.5. àçëîæåíèå
1
(1− z)2 =
∞∑
n=0
(n+ 1)zn, (|z| < 1)
ïîëó÷àåòñÿ äèåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà (7.17).
Ïðèìåð 7.6. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðÿäà Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè z = 0 ðàöèîíàëüíîé óíêöèè f(z) =
1
(1− z2)(z2 + 4) ïðåä-
ñòàâèì åå â âèäå
f(z) =
1
5
( 1
1− z2 +
1
z2 + 4
)
=
1
5
(
1
1− z2 +
1
4(1 + z
2
4
)
)
,
îòêóäà â ñèëó (7.17) ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå
f(z) =
∞∑
n=0
(
1 +
(−1)n
4n+1
)
z2n, ñõîäÿùååñÿ â êðóãå |z| < 1.
Ïðèìåð 7.7. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z = 0 óíêöèè ez cos z óäîáíî èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî
ez cos z = ez
(eiz + e−iz
2
)
=
1
2
(
ez(1+i) + ez(1−i)
)
.
Òàê êàê 1± i = √2e±pi/4, â ñèëó (7.12) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
ez cos z =
∞∑
n=0
2
n
2 ei
pin
4 + 2
n
2 e−i
pin
4
2
zn =
∞∑
n=0
2
n
2 cos
pin
4
zn,
ñõîäÿùååñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
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Ïðèìåð 7.8. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
z = 0 óíêöèè z ctg z ïðèìåíèì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý-
èöèåíòîâ. Çàïèøåì
ctg z =
cos z
sin z
= i
e2iz + 1
e2iz − 1 = i+
2i
e2iz − 1 . (7.18)
àññìîòðèì óíêöèþ f(z) =
z
ez − 1 êàê îòíîøåíèå äâóõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ óíêöèé: g(z) = z è h(z) = ez − 1. Òîãäà óíêöèÿ
g(z) = z (ðÿä ïî ñòåïåíÿì z, â êîòîðîì âñå êîýèöèåíòû êðî-
ìå ïåðâîãî ðàâíû íóëþ) ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì äâóõ ðÿäîâ:
h(z) =
∞∑
n=1
zn (ñì. (7.12)) è f(z) =
∞∑
n=0
cnz
n
, ïîñëåäíèé óäîáíî çà-
ïèñàòü â âèäå f(z) =
∞∑
n=0
cn
n!
zn. Ïðèðàâíèâàÿ êîýèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé íà íåèçâåñò-
íûå êîýèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ óíêöèè f(z), à èìåííî c0 = 1,
C0n+1c0+C
1
n+1c1+· · ·+Cn+1n = 0 (n ≥ 1), ãäå Ckn+1 (k = 0, 1 . . . n)
 áèíîìèàëüíûå êîýèöèåíòû, ò. å. cn = Bn  ÷èñëà Áåðíóë-
ëè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
z
ez − 1 =
∞∑
n=0
Bn
n!
zn. (7.19)
ÿä (7.19) ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < 2pi. Èñïîëüçóÿ (7.19) è (7.18),
ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
z ctg z = 1 +
∞∑
n=1
(−1)n2
2nB2n
(2n)!
z2n (|z| < pi).
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7.3 ÿäû Ëîðàíà
àññìîòðèì óíêöèîíàëüíûé ðÿä ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåí-
òàìè −∞∑
n=−1
cn(z − a)n, a 6=∞, (7.20)
êàæäûé ÷ëåí êîòîðîãî èìååò ñìûñë äëÿ âñåõ òî÷åê êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |z − a| > 0. Â ðåçóëüòàòå
çàìåíû z − a = 1/ζ (ζ = 0 ïðè z = ∞) ðÿä (7.20) çàïèøåòñÿ â
âèäå îáû÷íîãî ñòåïåííîãî ðÿäà
∞∑
n=1
c−nζn ñ êðóãîì ñõîäèìîñòè
|ζ | < r1 íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî ζ . Òîãäà ðÿä (7.20) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî âíå çàìêíóòîãî êðóãà |z−a| ≤ r = 1/r1 è ðàâíîìåðíî
âíå êðóãà |z − a| < ρ äëÿ ëþáîãî ρ < r. ÿä (7.20) íàçûâàåòñÿ
ñòåïåííûì ðÿäîì ïî îòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì z−a. Åãî ñóì-
ìà s2(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé âî âñåõ òî÷êàõ êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó |z − a| > r.
Åñëè ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0
cn(z − a)n (îáîçíà÷èì åãî ñóììó ÷å-
ðåç s1(z)) ñõîäèòñÿ â êðóãå |z − a| < R, à ðÿä (7.20) âíå êðóãà
|z − a| ≤ r, òî ïðè r < R óíêöèÿ s(z) = s1(z) + s2(z) àíàëè-
òè÷íà â êîëüöå K : r < |z − a| < R è ïðåäñòàâëÿåò â íåì ñóììó
ðÿäà
∞∑
n=−∞
cn(z − a)n = s(z).
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Ëîðàíà.
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Òåîðåìà 7.4 (Òåîðåìà Ëîðàíà). Àíàëèòè÷åñêàÿ â êîëüöå K
óíêöèÿ f â êàæäîé òî÷êå z ∈ K ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà
f(z) =
∞∑
n=−∞
cn(z − a)n, (7.21)
ãäå
cn =
1
2pii
∫
γ
f(ξ)
(ξ − a)n+1 , n = 0, ±1 . . . ,
à γ  îêðóæíîñòü |ξ − a| = δ, r < δ < R.
ÿä (7.21) íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ëîðàíà èëè ëîðàíîâñêèì ðàç-
ëîæåíèåì àíàëèòè÷åñêîé â êîëüöå K óíêöèè f , à ðÿäû
∞∑
n=0
cn(z − a)n è
∞∑
n=1
c−n(z − a)−n  ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëüíîé
(ðåãóëÿðíîé) èëè ãëàâíîé (èððåãóëÿðíîé) ÷àñòÿìè ëîðàíîâñêî-
ãî ðàçëîæåíèÿ.
Åñëè a =∞, òî îòðèöàòåëüíûå ñòåïåíè ÿâëÿþòñÿ ¾ïðàâèëü-
íûìè¿, s2(z) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé óíêöèåé â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî íàçâàòü ãëàâíîé ÷àñòüþ
ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîé òî÷êè ñî-
âîêóïíîñòü ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïå-
íÿìè.
Â äàííîì êðóãîâîì êîëüöå K : r < |z − a| < R (ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî r = 0 èëè R =∞) àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ f åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà. Íà ýòîì îñíîâà-
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íèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýèöèåíòîâ ðÿäà Ëîðàíà íå îáÿçàòåëü-
íî èñïîëüçîâàòü òåîðåìû 7.4. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðàçëîæåíèå
â ðÿä Ëîðàíà ñâîäèòñÿ ê ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà.
Ïðèìåð 7.9. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðÿäà Ëîðàíà äëÿ óíêöèè
f(z) = cos
z
z + 1
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −1 âûïîëíèì ñëå-
äóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
f(z) = cos
(
1− 1
z + 1
)
= cos 1 cos
1
z + 1
+ sin 1 sin
1
z + 1
.
Èñïîëüçóÿ (7.13), ïîëó÷àåì ðÿä ñëåäóþùèé ðÿä Ëîðàíà äëÿ
f(z) â îêðåñòíîñòè -1:
cos
z
z + 1
= cos 1 +
sin 1
z + 1
− cos 1
2!(z + 1)2
− sin 1
3!(z + 1)3
+ · · ·+
+ (−1)n cos 1
(2n)!(z + 1)2n
+ (−1)n sin 1
(2n+ 1)!(z + 1)2n+1
+ · · · ,
ñõîäÿùèéñÿ â êîëüöå 0 < |z + 1| <∞.
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Çàäà÷è
7.1. àçëîæèòü óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a
è îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà:
1) z3, a = 2; 2) ez, a = 3;
3) z cos z, a = pi; 4) z sin z, a = pi;
5)
1
1− z2 , a = 0; 6)
1
z2 + b2
, a = 0.
7.2. àçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ è îïðåäåëèòü
îáëàñòü ñõîäèìîñòè:
1)
z∫
0
sin z
z
dz; 2)
z∫
0
ez
2
dz.
àçëîæèòü óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a è
îïðåäåëèòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà:
7.3.
1
(z − b)(z − c) , a = 0, a =∞, (|b| < |c|).
7.4.
1
(z2 − b2)(z2 − c2) , a = 0, a =∞, (|b| < |c|).
7.5. f(z) = (1 + z)α, a = 0, f(0) = bα  îäíî èç çíà÷åíèé
1α, α  äðîáíîå ÷èñëî.
7.6. f(z) =
√
z + 3, a = 1; f(1) = −2.
7.7. f(z) = Ln
1 + z
1− z , a = 0; f(0) = 2 pi n i.
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7.8. f(z) = z Ln z, a = 1; f(z) = 2 pi i.
7.9. Íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè
z = 0 ñëåäóþùèõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé:
1) arctg z =
z∫
0
dξ
1 + ξ2
, 2) ln(1 + z) =
z∫
0
dξ
1 + ξ
,
ãäå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ ëåæàò â êðóãå |z| < 1.
7.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â êðóãå
|z| < 1, f(0) = 0, òî ðÿä
∞∑
k=1
f(zk) ñõîäèòñÿ ïðè |z| < 1 è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ óíêöèþ.
7.11. Äîêàçàòü, ÷òî òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåí-
íîãî ðÿäà
∞∑
k=1
ckz
k
â îäíîé ãðàíè÷íîé òî÷êå åãî êðóãà ñõîäèìî-
ñòè |z| < R âëå÷åò çà ñîáîé àáñîëþòíóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-
ìîñòü ýòîãî ðÿäà â çàìêíóòîì êðóãå |z| ≤ R.
Ïðåäñòàâèòü ðÿäîì Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì (z − a) è îïðåäåëèòü
îáëàñòü ñõîäèìîñòè.
7.12.
z
(z − a)n , a. 7.13.
(z − 1)2
z
, a = 0.
7.14.
z
z2 − (b+ c)z + bc , a = 0. 7.15.
z
z3 − 2z2 + z − 2 , a = 0.
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7.16. z3 cos
1
z
, a = 0. 7.17. z
5 e1/z, a = 0.
7.18.
9
(z2 + 1)(z2 − 2)2 , a = 0 (íàéòè ðàçëîæåíèå â òðåõ îáëà-
ñòÿõ, ïîêðûâàþùèõ ïëîñêîñòü).
7.19.
3z
(z2 − 1)(z2 + 2) , a = 0 (íàéòè ðàçëîæåíèå â òðåõ îáëà-
ñòÿõ, ïîêðûâàþùèõ ïëîñêîñòü).
7.20.
cos z
z3
, a = 0; a =∞.
7.21. sin
1
z − 2 , a = 2.
7.22. cos
z2 − 4z
(z − 2)2 , a = 2. 7.23. z
2e1/z, a = 0; a =∞.
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Îòâåòû
7.1 1) 8 + 12(z − 2) + 6(z − 2)2 + (z − 2)3.
2) e3
∞∑
k=0
(z − 3)k
k!
, |z − 3| <∞.
3) −
∞∑
n=0
an
n!
(z − pi)n, |z − pi| <∞; a2k = (−1)kpi, a2k+1 = (−1)k(2k+1).
4)
∞∑
n=0
bn
n!
(z − pi)n, |z − pi| <∞; b2k = (−1)k2k, b2k+1 = (−1)k+1pi.
5)
∞∑
k=0
z2k, |z| < 1.
6)
∞∑
k=0
(−1)kz2k
b2k+2
, |z| < |b| .
7.2 1)
∞∑
k=0
(−1)kz2k+1
(2k + 1)!(2k + 1)
, |z| <∞.
2)
∞∑
k=0
z2k+1
k!(2k + 1)
, |z| <∞.
7.3
∞∑
k=0
bk+1 − ck+1
b− c ·
zk
bk+1ck+1
, |z| < |b| ;
∞∑
k=0
bk − ck
b− c ·
1
zk+1
, |z| > |c| .
7.4
∞∑
k=0
b2k+2 − c2k+2
b2 − c2
z2k
b2k+2c2k+2
, |z| < |b| ;
∞∑
k=0
b2k − c2k
b2 − c2
1
z2k+2
, |z| > |c| .
7.5 bα
∞∑
k=0
Ckαz
k, |z| < 1; Ckα =
α(α − 1)...(α− k + 1)
k!
.
7.6 −2
∞∑
k=0
Ck1/2
(z − 1)k
4k
, |z − 1| < 4.
7.7 2pini+ 2
∞∑
k=0
z2k+1
2k + 1
, |z| < 1.
7.8 2pii+ (2pii+ 1)(z − 1) +
∞∑
k=2
(−1)k
(k − 1)k (z − 1)
k |z − 1| < 1.
7.9 1)
∞∑
k=0
(−1)k z
2k+1
2k + 1
; 2)
∞∑
k=0
(−1)k z
k+1
k + 1
.
7.12
a
(z − a)n +
1
(z − a)n−1 , |z − a| > 0.
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7.13
1
z
− 2 + z, 0 < |z| <∞.
7.14
1
b− c
( ∞∑
k=0
bk
zk
+
∞∑
k=0
zk+1
ck+1
)
, |b| < |z| < |c| .
7.15 −1
5
{
0∑
k=∞
(
(−1)k2
z2k+1
+
(−1)k
z2k
)
+
∞∑
k=1
zk
2k
}
, 1 < |z| < 2.
7.16
0∑
k=∞
(−1)k
(2k)!
1
z2k−3
, 0 < |z| <∞.
7.17
0∑
k=∞
1
k!
1
zk−5
, 0 < |z| <∞.
7.18
∞∑
k=0
(
3k + 5
2k+2
+ (−1)k
)
z2k, åñëè |z| < 1,
0∑
k=∞
(−1)k
z2k+2
+
∞∑
k=0
3k + 5
2k+2
z2k, åñëè 1 < |z| <
√
2,
0∑
k=∞
{
(3k − 2)2k−1 + (−1)k} 1
z2k+2
, åñëè |z| >
√
2.
7.19 −
∞∑
k=0
(
1 +
(−1)k
2k+1
)
z2k+1, åñëè |z| < 1,
0∑
k=∞
1
z2k+1
−
∞∑
k=0
(−1)k
2k+1
z2k+1, åñëè 1 < |z| <
√
2,
0∑
k=∞
1− (−2)k
z2k+1
, åñëè |z| >
√
2.
7.20
∞∑
k=0
(−1)k z
2k−3
(2k)!
, 0 < |z| <∞.
7.21
∞∑
k=0
(−1)k 1
(2k + 1)!(z − 2)2k+1 , 0 < |z − 2| <∞.
7.22
∞∑
k=0
(−1)k 4
2k
(2k)!
(
cos 1
(z − 2)4k +
4 sin 1
(2k + 1)
1
(z − 2)4k+2
)
, 0 < |z − 2| <∞.
7.23
∞∑
n=0
1
n! zn−2
, 0 < |z| < +∞.
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8 Îñîáûå òî÷êè. Âû÷åòû
8.1 Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè
Çâó÷èò ïàðàäîêñàëüíî, íî íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ïðè èçó÷åíèè
àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé îêàçûâàþòñÿ òî÷êè, â êîòîðûõ óíê-
öèè ïåðåñòàþò áûòü àíàëèòè÷åñêèìè  èõ îñîáûå òî÷êè. Ïðî-
ñòåéøèì òèïîì òàêèõ òî÷åê ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûå îñîáûå
òî÷êè. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé óíê-
öèè f , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷-
êè (ò. å. ìíîæåñòâî {0 < |z − a| < r, åñëè òî÷êà a êîíå÷íà, èëè
ìíîæåñòâî {R < |z| < ∞}, åñëè z = ∞), â êîòîðîé óíêöèÿ
àíàëèòè÷íà. Â ñàìîé òî÷êå a óíêöèÿ ìîæåò áûòü è íå çàäàíà.
Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ f ïðè ñòðåìëåíèè ê òàêîé òî÷êå
ðàçëè÷àþò òðè òèïà òàêèõ òî÷åê.
Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a óíêöèè f íàçûâàåòñÿ:
(1) óñòðàíèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé lim
z→a
f(z) = A;
(2) ïîëþñîì, åñëè ñóùåñòâóåò lim
z→a
f(z) =∞;
(3) ñóùåñòâåííî îñîáîé, åñëè f íå èìååò íè êîíå÷íîãî, íè áåñ-
êîíå÷íîãî ïðåäåëà ïðè z → a.
Õàðàêòåð èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè z = a òåñíî ñâÿçàí
ñ õàðàêòåðîì ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ óíêöèè â ïðîêîëîòîé
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îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè (êîðîòêî  â îêðåñòíîñòè òî÷êè a).
Òåîðåìà 8.1. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a óíêöèè f ÿâ-
ëÿåòñÿ óñòðàíèìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ëîðà-
íîâñêîå ðàçëîæåíèå f â îêðåñòíîñòè a íå ñîäåðæèò ãëàâíîé
÷àñòè: f(z) =
∞∑
n=0
cn(z − a)n.
Òåîðåìà 8.2. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a óíêöèè f ÿâëÿ-
åòñÿ óñòðàíèìîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè f îãðàíè-
÷åíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Òåîðåìà 8.3. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a óíêöèè f ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëþñîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ãëàâíàÿ
÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ f â îêðåñòíîñòè òî÷êè a
ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ:
f(z) =
∞∑
n=−N
cn(z − a)n.
Òåîðåìà 8.4. Òî÷êà a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì óíêöèè f â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè óíêöèÿ ϕ =
1
f
(íå ðàâíàÿ òîæäå-
ñòâåííî íóëþ) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè a è ϕ(a) = 0.
Ïîðÿäêîì ïîëþñà a óíêöèè f íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ýòîé
òî÷êè êàê íóëÿ óíêöèè ϕ =
1
f
. Ïîðÿäîê ïîëþñà ñîâïàäàåò ñ
íîìåðîì N ñòàðøåãî ÷ëåíà ãàâíîé ÷àñòè ëîðàíîâñêîãî ðàçëî-
æåíèÿ óíêöèè â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ïîëþñà.
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Òåîðåìà 8.5. Èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà a óíêöèè f ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
ãëàâíàÿ ÷àñòü ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
a ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíîâ.
Ïîâåäåíèå óíêöèè â îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷-
êè õàðàêòåðèçóåò
Òåîðåìà 8.6 (Ñîõîöêèé). Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñî-
áîé òî÷êîé óíêöèè f , òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà A ∈ C ìîæ-
íî íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zn → a òàêóþ, ÷òî
lim
n→∞
f(zn) = A.
Ïðèâåäåì è îáîáùåíèå òåîðåìû Ñîõîöêîãî.
Òåîðåìà 8.7 (Ïèêàð). Â ëþáîé îêðåñòíîñòè ñóùåñòâåííî îñî-
áîé òî÷êè óíêöèÿ ïðèíèìàåò, è ïðèòîì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
ðàç, ëþáîå çíà÷åíèå, êðîìå, áûòü ìîæåò, îäíîãî.
Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì óíêöèþ ez, äëÿ êîòî-
ðîé ∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé. Óðàâíåíèå ez = A
ïðè ëþáîì A 6= 0 èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:
zk = ln |A|+ i (argA+ 2kpi),
ãäå argA  èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà ÷èñëà A, k =
0, ±1, ±2, . . . Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîé
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òî÷êè èìååòñÿ áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê zk, â êîòîðûõ
óíêöèÿ ez ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå A. Çíà÷åíèå A = 0
óíêöèÿ ez íå ïðèíèìàåò, îíî ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì äëÿ
ez.
Ïðèìåð 8.1. Äëÿ óíêöèè f(z) =
(ez − 1)2
1− cos z òî÷êà z = 0 ÿâëÿ-
åòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, òàê êàê ýòà óíêöèÿ àíàëèòè÷-
íà â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0 è ïðè z → 0 èìååì
ez − 1 ∼ z, (ez − 1)2 ∼ z2, 1− cos z ∼ z
2
2
,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî lim
z→0
f(z) = 2 (f(0) = 2).
Ïðèìåð 8.2. Äëÿ óíêöèè f(z) =
1
sin(1/z)
òî÷êè zk =
1
kpi
(k = ±1, ±2, . . .) ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê
óíêöèÿ g(z) = 1/f(z) = sin(1/z) àíàëèòè÷íà ïðè z 6= 0, à òî÷-
êè zk ÿâëÿþòñÿ åå íóëÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà (g
′(zk) 6= 0). Ñëåäî-
âàòåëüíî, òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé
(ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîëþñîâ). Òî÷êà z = ∞  ïîëþñ ïåðâîãî
ïîðÿäêà äëÿ f(z), òàê êàê f(z) ∼ z (z →∞).
Ïðèìåð 8.3. Äëÿ óíêöèè f(z) =
1− cos z
(ez − 1)3 òî÷êà z = 0 
ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê óíêöèè ϕ(z) = 1 − cos z è
ψ(z) = (ez − 1)3 àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè z = 0 è ïðè z → 0
èìååì 1 − cos z ∼ z2/2, (ez − 1)3 ∼ z3, ò. å. f(z) ∼ 1/2z. Òî÷-
êè zk = 2kpii (k = ±1, ±2, . . .)  ïîëþñû òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ
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f(z), òàê êàê ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ
óíêöèè ψ(z), à ϕ(zk) 6= 0. Òî÷êà z =∞ ÿâëÿåòñÿ íåèçîëèðî-
âàííîé îñîáîé òî÷êîé (ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîëþñîâ) äëÿ f(z).
Ïðèìåð 8.4. Äëÿ óíêöèè f(z) = e1/ sin z òî÷êè zk = kpi
(k = 0, ±1, ±2, . . .) ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáûìè. â ñàìîì
äåëå, sin z ∼ (−1)k(z − kpi), z → kpi. Ïóñòü k  ÷åòíîå. Òîãäà
åñëè z → kpi+0, òî sin z → +0 è f(z)→ +∞, à åñëè z → kpi−0,
òî sin z → −0 è f(z) → 0, ò. å. óíêöèÿ f(z) íå èìååò ïðåäå-
ëà â òî÷êå zk. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íå÷åòíîãî
k. Äðóãèõ îñîáûõ òî÷åê â êîíå÷íîé ïëîñêîñòè ó óíêöèè f(z)
íåò. Òî÷êà z =∞ ÿâëÿåòñÿ äëÿ f(z) ïðåäåëüíîé òî÷êîé ñóùå-
ñòâåííî îñîáûõ òî÷åê.
Ïðèìåð 8.5. àññìîòðèì è áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð îñîáûõ òî-
÷åê, à èìåííî ðàññìîòðèì óíêöèþ
f(z) =
∞∑
n=0
z2
n
= 1 + z2 + z4 + z8 + · · · (8.1)
Ïî îðìóëå Êîøè-Àäàìàðà ðÿä (8.1) ñõîäèòñÿ â êðóãå |z| < 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, f(z) àíàëèòè÷íà â ýòîì êðóãå. Ïðè z → 1 ïî íà-
ïðàâëåíèþ äåéñòâèòåëüíîé îñè îíà ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè z = x, 0 < x < 1, èìååì f(x) >
N∑
n=0
x2
n
,
ãäå N  ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; ïðåäåë ïðè x → 1
ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí N + 1, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ
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δ > 0 òàêîå, ÷òî f(x) > N ïðè 1 − δ < x < 1, ñëåäîâàòåëü-
íî, lim
x→1−0
f(x) =∞. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z = 1 äëÿ óíêöèè
f(z) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Íî
f(z2) = 1 + z4 + z8 + · · · = f(z)− z2,
ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = z2 + f(z2) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è
êîãäà z → −1 ïî ðàäèóñó êðóãà. Àíàëîãè÷íî, f(z) = z2 + z4 +
f(z4), ñëåäîâàòåëüíî, f(z) → ∞ è êîãäà z → ±i ïî ðàäèóñàì
êðóãà. Âîîáùå,
f(z) = x2 + z4 + · · ·+ z2n + f(z2n)
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, ïîýòîìó f(z) → ∞, êîãäà z
ñòðåìèòñÿ ïî ðàäèóñó ê ëþáîé ¾äâîè÷íîé¿ òî÷êå zk = e
k 2pii
2n
(k = 0, 1, . . . 2n − 1) îêðóæíîñòè. Ýòè òî÷êè íå ÿâëÿþòñÿ èçî-
ëèðîâàííûìè, ïîñêîëüêó íåâîçìîæíî íàéòè îêðåñòíîñòü, íå ñî-
äåðæàùóþ äðóãîé îñîáîé òî÷êè. îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî äâî-
è÷íûõ òî÷åê âñþäó ïëîòíî íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, óíêöèÿ (8.1) èìååò öåëóþ ëèíèþ, ñîñòàâëåííóþ èç
íåèçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê (îñîáóþ ëèíèþ).
8.2 Ïîíÿòèå âû÷åòà
Îñíîâíàÿ èíîðìàöèÿ îá àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèÿõ ñîäåðæèò-
ñÿ â îñîáûõ òî÷êàõ è ãëàâíûõ ÷àñòÿõ ëîðàíîâñêîãî ðàçëîæå-
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íèÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì çàäà÷ó
î âû÷èñëåíèèè èíòåãðàëîâ îò àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé. Ïóñòü
f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà
èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê (íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî, èíà÷å îñî-
áûå òî÷êè íå áóäóò èçîëèðîâàíû). Ïóñòü G ⊂ D è åå ãðàíèöà
Γ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ êðèâûõ è íå ñîäåð-
æèò îñîáûõ òî÷åê. Îñîáûå òî÷êè, ïîïàâøèå â G, îáîçíà÷èì
÷åðåç a1, a2, . . . an, èõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Îêðóæèì êàæäóþ îñî-
áóþ òî÷êó îêðóæíîñòüþ γk ñòîëü ìàëîãî ðàäèóñà, ÷òîáû êðóãè
Uk, èìè îãðàíè÷åííûå, íå ïåðåñåêàëèñü. Îáëàñòü G\
n⋃
k=1
Uk îáî-
çíà÷èì ÷åðåç Gr ñ ãðàíèöåé Γr. Ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â Gr,
ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êîøè 6.8
∫
Γr
f dz = 0.Îðèåíòèðîâàí-
íàÿ ãðàíèöà Γr ñîñòîèò èç Γ è îðèåíòèðîâàííûõ îòðèöàòåëüíî
îêðóæíîñòåé γ−k , òàêèì îáðàçîì ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëîâ ïî-
ëó÷àåì ∫
Γ
f dz =
n∑
k=1
∫
γk
f dz. (8.2)
Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà îò àíàëèòè÷åñêîé óíêöèè ïî ãðàíèöå
ñâåëîñü ê âû÷èñëåíèþ åå èíòåãðàëîâ ïî ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêèì
îêðóæíîñòÿì ñ öåíòðàìè â îñîáûõ òî÷êàõ.
Èíòåãðàë îò óíêöèè f ïî äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðóæíîñòè
γr = {|z − a| = r} ñ öåíòðîì â èçîëèðîâàííîé êîíå÷íîé îñîáîé
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òî÷êå a ýòîé óíêöèè, äåëåííûé íà 2pii, íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì
f â ýòîé òî÷êå è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
res
a
f =
1
2pii
∫
γr
f dz. (8.3)
Ïî òåîðåìå Êîøè âû÷åò íå çàâèñèò îò êîíòóðà èíòåãðèðî-
âàíèÿ(ïðè ãîìîòîïíîé äåîðìàöèè) è õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî
ëîêàëüíûì ïîâåäåíèåì óíêöèè f â åå îñîáîé òî÷êå. Òàêæå
âñòðå÷àþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ Âû÷
[
f(z), a
]
èëè res f(a). Ñîîòíî-
øåíèå (8.2) âûðàæàåò îñíîâíóþ òåîðåìó Êîøè î âû÷åòàõ.
Òåîðåìà 8.8 (Êîøè). Ïóñòü óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëà-
ñòè D âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà îñî-
áûõ òî÷åê, è îáëàñòü G ⊂ D, à åå ãðàíèöà Γ íå ñîäåðæèò
îñîáûõ òî÷åê; òîãäà∫
Γ
f dz = 2pii
∑
(G)
res
ak
f (8.4)
ãäå ñóììà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå îñîáûå òî÷êè ak óíêöèè
f , ïðèíàäëåæàùèå G.
Òåîðåìà 8.9. Âû÷åò óíêöèè f â êîíå÷íîé èçîëèðîâàííîé
îñîáîé òî÷êå a ðàâåí êîýèöèåíòó ïðè ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè
z − a â åå ëîðàíîâñêîì ðàçëîæåíèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè a:
res
a
f = c−1.
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Â óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êå âû÷åò ðàâåí íóëþ. Ôîðìóëû äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âû÷åòà â ïîëþñå ñëåäóþùèå.
Åñëè a  ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî
c−1 = lim
z→a
(z − a) f(z).
Åñëè â îêðåñòíîñòè a f(z) =
ϕ(z)
ψ(z)
, ïðè÷åì ϕ(a) 6= 0 è ψ(a) =
0, ψ′(a) 6= 0 (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a  ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà),
òî óäîáíî èñïîëüçîâàòü îðìóëó
c−1 =
ϕ(a)
ψ′(a)
.
Åñëè a  ïîëþñ ïîðÿäêà n, òî
c−1 =
1
(n− 1)! limz→a
d n−1
[
f(z)(z − a)n]
dz n−1
.
Ïóñòü óíêöèÿ f(z) èìååò ∞ ñâîåé èçîëèðîâàííîé îñîáîé
òî÷êîé. Åå âû÷åòîì â áåñêîíå÷íîñòè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
res
∞
f =
1
2pii
∮
γ−
f dz,
ãäå γ−  îêðóæíîñòü {|z| = R} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà,
ïðîõîäèìàÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå,
òàê ÷òî îêðåñòíîñòü òî÷êè z =∞ îñòàåòñÿ ñëåâà (òàê æå, êàê è
â ñëó÷àå êîíå÷íîé òî÷êè). àçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñò-
íîñòè áåñêîíå÷íîé òî÷êè èìååò âèä
+∞∑
n=−∞
cnz
n
, è
res
∞
f = −c−1.
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Â îòëè÷èè îò êîíå÷íûõ òî÷åê, âû÷åò â áåñêîíå÷íîñòè ìî-
æåò íå ðàâíûì íóëþ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé òî÷êîé ýòîé óíêöèè.
Òåîðåìà 8.10. Åñëè óíêöèÿ f àíàëèòè÷íà íà ðàñøèðåííîé
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðî-
âàííûõ îñîáûõ òî÷åê, òîãäà ñóììà åå âû÷åòîâ âî âñåõ êîíå÷-
íûõ îñîáûõ òî÷êàõ è â áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà íóëþ,
n∑
k=1
res
ak
f + res
∞
f = 0.
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Çàäà÷è
8.1. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z = a ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñîáîé
òî÷êîé äëÿ ñëåäóþùèõ óíêöèé:
1)
z2 − 1
z − 1 (a = 1); 2)
sin z
z
(a = 0);
3)
z
tg z
(a = 0); 4)
1− cos z
z2
(a = 0);
5) ctg z − 1
z
(a = 0); 6)
1
ez − 1 −
1
sin z
(a = 0);
7)
1
cos2 z
− 1
(z − pi
2
)2
(a =
pi
2
); 8)
z2 − 1
z3 + 1
(a =∞).
8.2. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z = a ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì äëÿ ñëåäó-
þùèõ óíêöèé:
1)
1
z
(a = 0); 2)
1
(z2 + 1)2
(a = i);
3)
(z2 + 1)
z + 1
(a =∞); 4) z
1− cos z (a = 0);
5)
z
(ez − 1)2 (a = 0); 6) ctg
pi
z
(a =∞);
7)
z
ez + 1
(a = pii); 8) tg piz (a = ±1
2
,±3
2
, . . .).
8.3. Äîêàçàòü, ÷òî èçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà z = a ÿâëÿ-
åòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé óíêöèè f(z) â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè z′1, z
′
2, ... è z
′′
1 , z
′′
2 , ... ÷òî lim
n→∞
z′n = lim
n→∞
z′′n = a, à
lim
n→∞
f(z′n) = A, lim
n→∞
f(z′′n) = B, A 6= B.
116
8.4. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z =∞ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé
òî÷êîé óíêöèè f(z) = sin z.
8.5. Äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà z = a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé
òî÷êîé äëÿ ñëåäóþùèõ óíêöèé:
1) ez (a =∞); 2) e−z2 (a =∞); 3) sin pi
z2
(a = 0);
4) z2 cos
pi
z
(a = 0); 5) etgz (a =
pi
2
); 6) sin(ez) (a =∞);
7) cos
z
z + 1
(a = 1); 8) sin pi
z2+1
(a = −i).
8.6. Äëÿ ñëåäóþùèõ óíêöèé íàéòè âñå èçîëèðîâàííûå îñîáûå
òî÷êè è îïðåäåëèòü èõ âèä:
1)
z
sin z
; 2)
1− cos z
sin2 z
; 3) z2 sin
z
z + 1
;
4)
1
z2 − 1 cos
piz
z + 1
; 5) ctg z − 1
z
; 6) z (e
1
z − 1);
7) e ctg
pi
z
; 8) sin (e
1
z ).
8.7. Ïóñòü z = a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé äëÿ óíêöèè
f(z); ÷åì ìîæåò ñëóæèòü a äëÿ óíêöèè
1
f(z)
?
Ïóñòü z = a ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì óíêöèè f(z); ÷åì
áóäåò a äëÿ óíêöèè ef(z)?
8.8. Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè ∞. Ïîêàçàòü, ÷òî
1) ∞ ïîëþñ n-ãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé è îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë: lim
z→∞
z−nf(z);
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2) ∞  íóëü n-ãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò êîíå÷íûé è îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðåäåë: lim
z→∞
znf(z).
8.9. Ïóñòü a  ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà äëÿ f(z). ×åì ÿâëÿ-
åòñÿ a äëÿ óíêöèè F (z) =
1
f(z)[f(z)− 1]?
8.10. Íàéòè âñå íóëè è ïîëþñû ñëåäóþùèõ óíêöèé è îïðåäå-
ëèòü èõ ïîðÿäîê:
1)
(1 + z2)2
1− z2 ; 2) ctg z; 3) z tg
2 z;
4) sin 3z − 3 sin z; 5) 1
z2
e
1
z+1
; 6)
ctg pi
√
z√
z
;
7)
√
z
sh
√
z
; 8) cos z ch z.
8.11. Íàéòè âû÷åòû îòíîñèòåëüíî âñåõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ
òî÷åê è îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè (åñëè îíà íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ îñîáûõ òî÷åê) äëÿ ñëåäóþùèõ
óíêöèé:
1)
1
z3 − z5 ; 2)
z2n
(1 + z)n
(n ∈ N); 3) z3 cos 1
z − 2 ;
4) ez+1/z; 5) ctg3 z; 6)
1
z(1 − e−hz) (h 6= 0);
7)
√
z
sin
√
z
; 8) zn sin
1
z
(n ∈ Z); 9) 1
sin z
.
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Íàéòè âû÷åòû êàæäîé èç îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ñëåäóþùèõ ìíî-
ãîçíà÷íûõ óíêöèé.
8.12.
√
z
1− z , îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 1.
8.13.
√
(z − a)(z − b), îòíîñèòåëüíî òî÷êè z =∞.
8.14. Ln
z − α
z − β , îòíîñèòåëüíî òî÷êè z =∞.
8.15. Ln sin
1
z − 1 , îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 1.
8.16. Ln cos
1
z − 1 , îòíîñèòåëüíî òî÷êè z = 1.
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Îòâåòû
8.4 Óêàçàíèå. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëîæèâ
z′n = npi, z
′′
n = (2n+
1
2
)pi, n = 1, 2, ....
8.6 1) z = 0  óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; z = ±pi,±2pi, ...  ïîëþñû.
2) z = 0  óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; z = ±pi,±3pi,±5pi, ...  ïîëþñû.
3) z =∞  ïîëþñ; z = −1  ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
4) z =∞ è z = 1  óñòðàíèìûå îñîáûå òî÷êè; z = −1  ñóùåñòâåííî
îñîáàÿ òî÷êà.
5) z = 0  óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; z = ±pi, ±2pi, ±3pi, ...  ïîëþñû.
6) z = ∞  óñòðàíèìàÿ îñîáàÿ òî÷êà; z = 0  ñóùåñòâåííî îñîáàÿ
òî÷êà.
7) z = ±1, ±1
2
, ±1
3
, ...  ñóùåñòâåííî îñîáûå òî÷êè.
8) z = 0  ñóùåñòâåííî îñîáàÿ òî÷êà.
8.7 Â ïåðâîì ñëó÷àå a ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, ëèáî
íåèçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé (ïðåäåëüíîé äëÿ ïîëþñîâ).
Âî âòîðîì ñëó÷àå a ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé.
8.9 åøåíèå. Ïî òåîðåìå Ïèêàðà 8.7 äëÿ ëþáîãî ÷èñëàA, êðîìå, âîçìîæ-
íî, îäíîãî, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn → a òàêàÿ, ÷òî f(zn) = A.
Ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë 0 è 1 íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì èñêëþ÷èòåëü-
íûì çíà÷åíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn → a,
äëÿ êîòîðîé f(zn)[f(zn) − 1] = 0. Ýòè òî÷êè zn  ïîëþñû óíê-
öèè
1
f(zn)[f(zn)− 1] . Ñëåäîâàòåëüíî, a  íåèçîëèðîâàííàÿ îñîáàÿ òî÷êà
(èìåííî, ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîëþñîâ).
8.10 1) z = ± i  íóëè âòîðîãî ïîðÿäêà; z = ± 1  ïîëþñû ïåðâîãî
ïîðÿäêà; z = ∞  ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
2) z = 0, ±pi, ±2pi, ±3pi, ...  ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà; z =
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±pi
2
, ±3pi
2
, ±5pi
2
, ...  íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = ∞  ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà äëÿ ïîëþñîâ.
3) z = 0  íóëü òðåòüåãî ïîðÿäêà; z = ± pi, ± 2pi, ± 3pi, ...  íóëè
âòîðîãî ïîðÿäêà; z = ±pi
2
, ±3pi
2
, ±5pi
2
, ...  ïîëþñû âòîðîãî ïîðÿäêà.
4) z = 0, ±pi, ±2pi, ±3pi, ...  íóëè òðåòüåãî ïîðÿäêà.
5) z =∞  íóëü âòîðîãî ïîðÿäêà; z = 0  ïîëþñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
6) z =
1
4
,
9
4
,
25
4
,
47
4
, ...  íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà; z = 0, 1, 4, 9, 16, ...
 ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà.
7) z = −pi2, −4pi2, −9pi2, ...  ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà.
8) z = ±pi
2
, ±pii
2
, ±3pi
2
, ±3pii
2
, ±5pi
2
, ±5pii
2
, ...  íóëè ïåðâîãî ïîðÿäêà.
8.11 1) res [ f(z); ±1 ] = −1
2
, res [ f(z); 0 ] = 1, res [ f(z); ∞ ] = 0.
2) res [ f(z); −1 ] = − res [ f(z); ∞ ] = (−1)
n+1(2n)!
(n− 1)!(n+ 1)! .
3) res [ f(z); 2 ] = − res [ f(z); ∞ ] = −143
24
.
4) res [ f(z); 0 ] = − res [ f(z); ∞ ] =
∞∑
k=0
1
k!(k + 1)!
.
5) res [ f(z); mpi ] = −1, (m = 0, ±1, ±2, ...)
6) res [ f(z); 0 ] =
1
2
, res [ f(z);
2mpii
h
] =
1
2mpii
, (m = 0,±1, ...).
7) res [ f(z); m2pi2 ] = (−1)m 2 m2 pi2, m = 1, 2, ...
8) res [ f(z); 0 ] = 0, åñëè n < 0, à òàê æå åñëè n > 0 − íå÷åòíîå;
res [ f(z); 0 ] = (−1)n2 1
(n+ 1)!
, åñëè n = 0, èëè n > 0 − ÷åòíîå;
res [ f(z); 0 ] = − res [ f(z); ∞ ].
9) res [ f(z); mpi ] = (−1)m, m = 0,±1,±2, ...
8.12 åøåíèå. Ôóíêöèÿ äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ âûðåçàííîé îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ:
ω1 =
√|z|eiarg z2
1− |z| ei arg z = +
√
z
1− z ; ω2 =
√|z|eiarg z2 + ipi
1− |z| ei arg z = −
√
z
1− z .
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Ïîýòîìó res [ ω1, 1 ] = −1, res [ ω2 , 1 ] = 1.
8.13 åøåíèå. Ôóíêöèÿ äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè âî âíåøíîñòè îòðåçêà [ a b ] : îäíà èç âåòâåé
ω1 =
√
(z − a)(z − b)  ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ z, òîãäà êàê äðóãàÿ âåòâü ω2 = −
√
(z − a)(z − b) ïðèíèìàåò
ïðè ýòèõ z îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. àçëîæåíèå óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà
ñ íóæíîé íàì òî÷íîñòüþ èìååò âèä
√
(z − a)(z − b) = z
√
(1− a
z
)(1− b
z
) ≈
z(1− a
2z
− a
2
8z2
+ ...)(1− b
2z
− b
2
8z2
+ ...) ≈ z− (a+ b)
2
− (a− b)
2
8z
+ ... Ïîñêîëüêó
res [ ωk, ∞ ] = − C−1, k = 1, 2, òî res [ ω1, ∞ ] =
(a− b)2
8
, res [ ω2, ∞ ] = − (a− b)
2
8
.
8.14 åøåíèå. Ôóíêöèÿ äîïóñêàåò âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé íà êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè âî âíåøíîñòè îòðåçêà [ α, β ] : ωm = ln
∣∣∣∣z − αz − β
∣∣∣∣ +
+ i arg
(
z − α
z − β
)
+ i 2pim. Âû÷åò â òî÷êå z =∞ åñòü êîýèöèåíò C−1
ïðè
1
z
â ðàçëîæåíèè óíêöèè â ðÿä Ëîðàíà, âçÿòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì.
Òàêèì îáðàçîì, res [ ωm, ∞ ] = α− β äëÿ âñåõ âåòâåé.
8.15 2mpii+
1
2 · 3! −
1
4 · 5! + ..., åñëè Ln 1 = 2mpi i.
8.16 − 1
1 · 2! +
1
3 · 4! −
1
5 · 6! + ...  äëÿ âñåõ âåòâåé.
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9 Ïðèìåíåíèå òåîðèè âû÷åòîâ
9.1 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî çàìêíóòîìó
êîíòóðó
Èíòåãðàëû ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì òåîðåìû î âû÷åòàõ. àññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, âî
âñåõ ïðèìåðàõ îáõîä êîíòóðà ñîâåðøàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè.
Ïðèìåð 9.1. Åñëè f(z) = (2z − 1) cos z
z − 1 , òî∫
|z|=2
f(z) dz = I = 2pii res
1
f(z), òàê êàê óíêöèÿ àíàëèòè÷íà â
êðóãå {|z| < 2}, êðîìå òî÷êè z = 1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî îñîáîé. Èñïîëüçóÿ ïðèìåð 7.9, çàïèøåì
cos
z
z − 1 = cos 1
(
1− 1
2(z − 1)2+· · ·
)
−sin 1
( 1
z − 1−
1
3!(z − 1)3+· · ·
)
,
2z − 1 = 2(z − 1) + 1,
îòêóäà íàõîäèì êîýèöèåíò ïðè (z − 1)−1 ðÿäà Ëîðàíà äëÿ
óíêöèè F (z): c−1 = −(cos 1 + sin 1). Ñëåäîâàòåëüíî,
I = 2pii c−1 = −2pii (cos 1 + sin 1).
Ïðèìåð 9.2. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∫
|z|=4
e1/(z−1)
z − 2 dz.
Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîäûíòå-
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ãðàëüíàÿ óíêöèÿ èìååò â êðóãå {|z| < 4} äâå îñîáûå òî÷êè:
z = 1 è z = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, I = 2pii (res
1
f(z)+res
2
f(z)). Òàê
êàê
e1/(z−1) = 1+
∞∑
n=1
1
n!(z − 1)n ,
1
z − 2 = −
1
1− (z − 1) = −
∞∑
n=0
(z−1)n,
òî res
1
f(z) = −
∞∑
n=1
1
n!
= −(e − 1) = 1 − e. Äàëåå, res
2
f(z) =
(e1/(z−1))z=2 = e. Òàêèì îáðàçîì, I = 2pii.
Ìîæíî âû÷èñëèòü I, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 8.10. Òîãäà I =
−2pii res
∞
f(z). Òî÷êà z =∞ ÿâëÿåòñÿ äëÿ f(z) íóëåì ïåðâîãî
ïîðÿäêà:
1
z − 2 ∼
1
z
, e1/(z−1) ∼ 1, , f(z) ∼ 1
z
(z →∞).
Òîãäà (ñì. çàäà÷à 8.8) res
∞
f(z) = −1 è, ñëåäîâàòåëüíî, I = 2pii.
Ïðèìåð 9.3. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫
|z−1|=1/2
√
z
z − 1 dz.
Ôóíêöèÿ
√
z ðàñïàäàåòñÿ â êðóãå K = {|z − 1| < 1/2} íà
äâå ðåãóëÿðíûå âåòâè (ñì. çàäà÷ó 8.12) f1(z) = g1(z)/(z − 1) è
f2(z) = g2(z)/(z−1). Ïóñòü g1(z)  òà âåòâü êîðíÿ, äëÿ êîòîðîé
g1(1) = 1; òîãäà g2(1) = −1. Êàæäàÿ èç óíêöèé ðåãóëÿðíà â
êðóãå K, êðîìå òî÷êè z = 1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èõ ïðîñòûì
ïîëþñîì. Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ∫
|z−1|=1/2
f1(z) dz = 2pii res
1
f1(z) = 2pii g1(z) = 2pii.
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Àíàëîãè÷íî,
∫
|z−1|=1/2
f2(z) dz = −2pii.
Ïðèìåð 9.4. Âû÷èñëèì èíòåãðàë
∫
|z+1|=1/2
z2 + 1
ln z − pii dz.
Ôóíêöèÿ ln z ðàñïàäàåòñÿ â êðóãå K = {|z + 1| < 1/2} íà áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ âåòâåé gk(z), îïðåäåëÿåìûõ óñëî-
âèåì gk(−1) = (2k + 1)pii. Îáîçíà÷èì fk(z) = z2+1gk(z)−pii . Òàê êàê
â êðóãå K gk(z) 6= pii ïðè k 6= 0, òî êàæäàÿ èç óíêöèé fk(z)
(k 6= 0) àíàëèòè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî,
∫
|z+1|=1/2
fk(z) dz = 0. Äëÿ
âåòâè f0(z) òî÷êà z = −1 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ïîýòîìó
res
−1
f0(z) =
[ z2 + 1
(ln z − pii)′
]
=
2
(1/z)z=−1
= −2
è
∫
|z+1|=1/2
f0(z) dz = 2pii res−1
f0(z) = −4pii.
9.2 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î âû÷åòàõ ìîãóò âû÷èñëåíû ìíîãèå îïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû.
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Èíòåãðàëû âèäà I =
2pi∫
0
R (cos x, sin x)dx.
Èíòåãðàëû âèäà
I =
2pi∫
0
R (cos x, sin x)dx, (9.1)
ãäå R (u, v)  ðàöèîíàëüíàÿ óíêöèÿ îò u, v, ñâîäÿòñÿ ê èí-
òåãðàëàì ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïå-
ðåìåííîãî. Ïóñòü z = eix. Òîãäà
sin x =
1
2i
(
z − 1
z
)
, cos x =
1
2
(
z +
1
z
)
, dx = −idz
z
. (9.2)
Ïðè èçìåíåíèè x îò 0 äî 2pi ïåðåìåííàÿ z ïðîáåãàåò îêðóæ-
íîñòü |z| = 1 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Èíòåãðàë (9.1)
ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó
I =
∫
|z|=1
R1(z) dz, (9.3)
ãäå R1(z) = −I
z
R
[
1
2
(
z +
1
z
)
, 1
2i
(
z − 1
z
)]
 ðàöèîíàëüíàÿ óíê-
öèÿ îò z. Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ
I = 2pii
n∑
k=1
res
z=zk
R1(z),
ãäå z1, z2, . . . , zn  âñå ïîëþñû ðàöèîíàëüíîé óíêöèè R1(z),
ëåæàùèå â êðóãå |z| < 1.
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Èíòåãðàëû îò ðàöèîíàëüíûõ óíêöèé.
àññìîòðèì èíòåãðàë âèäà I =
∞∫
−∞
R(x) dx, ãäå R(x)  ðà-
öèîíàëüíàÿ óíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.
Ê èíòåãðàëàì òàêîãî âèäà íåëüçÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíèòü
òåîðåìó î âû÷åòàõ, òàê êàê êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ  áåñêîíå÷-
íàÿ íåçàìêíóòàÿ ïðÿìàÿ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé êîíòóð ΓR,
ñîñòîÿùèé èç îòðåçêà [−R,R ] è ïîëóîêðóæíîñòè CR = {|z| =
R, 0 ≤ arg z ≤ pi} è ðàññìîòðèì èíòåãðàë
∫
ΓR
R(z) dz.
Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â îáëàñòè
Im z > 0, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê, è
íåïðåðûâíà âïëîòü äî ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè. Åñëè f(z) îáëà-
äàåò â z =∞ íóëåì, ïî êðàéíåé ìåðå, âòîðîãî ïîðÿäêà, òî
∞∫
−∞
f(x) dx = 2pii
∑
Im zk>0
res
z=zk
f(z).
Â îðìóëå (9.4) âû÷åòû áåðóòñÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì óíê-
öèè f(z), ëåæàùèì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Èç ñõîäèìîñòè
èíòåãðàëà
∞∫
−∞
R(x) dx ñëåäóåò, ÷òî R(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì,
∞∫
−∞
R(x) dx = 2pii
∑
Im zk>0
res
z=zk
R(z). (9.4)
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Âñïîìîãàòåëüíûé êîíòóð ìîæíî ðàñïîëîæèòü è â íèæíåé ïî-
ëóïëîñêîñòè, òîãäà
∞∫
−∞
R(x) dx = −2pii
∑
Im zk<0
res
z=zk
R(z).
Ïðèìåð 9.5. Âû÷èñëèì èíòåãðàë I =
∞∫
0
dx
1 + x2n
,
ãäå n ≥ 1  íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Óðàâíåíèå z2n + 1 èìå-
åò ñëåäóþùèå êîðíè: zk = e
i(2k+1)pi/2n
, k = 0, 1 . . . , 2n − 1.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî f(eipinz) ≡ f(z). Â êà÷åñòâå êîíòó-
ðà âîçüìåì êðèâóþ ΓR, ñîñòîÿùóþ èç îòðåçêà [0, R], äó-
ãè îêðóæíîñòè CR = {z = Reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ pi/n} è îòðåçêà
l = {z = reipi/n, 0 ≤ r ≤ R}. Ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ,∫
ΓR
R(z) dz =
R∫
0
R(x) dx+
∫
CR
R(z) dz +
∫
l
R(z) dz = 2pii res
z0
R(z),
(9.5)
òàê êàê âíóòðè êîíòóðà ΓR óíêöèÿ R(z) èìååò òîëüêî îäèí
ïîëþñ z0 = e
ipi/(2n)
. Âû÷åò â òî÷êå z0 ðàâåí
res
z0
R(z) =
1
2nz2n−10
= − z0
2n
.
Äàëåå, èíòåãðàë ïî îòðåçêó l ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïî îòðåçêó
[0, R ]:∫
l
R(z) dz = −
R∫
0
R (reipi/n)eipi/n dr = −eipi/n
R∫
0
dr
1 + r2n
.
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Îñòàëîñü îöåíèòü èíòåãðàë ïî CR. Òàê êàê |R(z)| ∼ 1/|z|2n
(z → ∞), òî
∫
CR
R(z) dz → 0 (R → ∞). Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå
(9.5) ê ïðåäåëó è ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì
(1− eipi/n) I = −pii
n
eipi/(2n), îòêóäà I =
pi
2pi sin pi
2n
.
Èíòåãðàëû âèäà
+∞∫
−∞
eiαxR(x) dx.
Çäåñü R(x)  ðàöèîíàëüíàÿ óíêöèÿ. Èíòåãðàë I =
+∞∫
−∞
eiαxR(x) dx åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óíêöèè R(x). Ïðè
âû÷èñëåíèè òàêèõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåòñÿ ëåììà Æîðäàíà.
Ëåììà 9.2 (Æîðäàí). Ïóñòü óíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà â
Im z ≥ 0 âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì èçîëèðîâàííîãî ìíîæåñòâà
îñîáûõ òî÷åê, è M(R) = max |f(z)| íà ïîëóîêðóæíîñòè
CR = {|z| = R, Im z ≥ 0} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè R→∞. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî λ > 0∫
CR
f(z) eiλz dz → 0 ïðè R→∞.
Ñìûñë ëåììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî M(R)) ìîæåò ñòðåìèòüñÿ
ê íóëþ ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî, òàê ÷òî èíòåãðàë îò f(z) ïî
ïîëóîêðóæíîñòè íå îáÿçàí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, óìíîæåíèå íà
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ýêñïîíåíòó óáûñòðÿåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ. Ïîýòîìó, åñëè â I
óíêöèÿ R(x) → 0 ïðè x → ∞ è óíêöèÿ R(z) íå èìååò
ïîëþñîâ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, òî
+∞∫
−∞
eiαxR(x) dx = 2pii
∑
Im zk>0
res
z=zk
(eiαzR(z)). (9.6)
Êàê è ðàíüøå, ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì îñîáûì òî÷êàì
óíêöèè eiαzR(z) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Åñëè óíêöèÿ R(x) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïðè äåéñòâè-
òåëüíûõ x è α > 0, òî îòäåëÿÿ â (9.6) äåéñòâèòåëüíóþ è ìíè-
ìóþ ÷àñòè, ïîëó÷àåì:
+∞∫
−∞
R(x) cos αx dx = −2pi Im
[ ∑
Im zk>0
res
z=zk
(eiαzR(z))
]
,
+∞∫
−∞
R(x) sin αx dx = 2piRe
[ ∑
Im zk>0
res
z=zk
(eiαzR(z))
]
,
Ïðèìåð 9.6. Âû÷èñëèì èíòåãðàëû Ôðåíåëÿ
I1 =
∞∫
0
cos x2 dx, I2 =
∞∫
0
sin x2 dx.
àññìîòðèì êîíòóð ΓR èç ïðèìåðà 9.5 ïðè n = 4. Òàê êàê e
iz2
àíàëèòè÷íà âíóòðè ΓR, òî∫
ΓR
eiz
2
dz =
R∫
0
eix
2
dx+
∫
CR
eiz
2
dz +
∫
l
eiz
2
dz = 0. (9.7)
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Îöåíèì èíòåãðàë
∫
CR
eiz
2
dz. Ïðè z ∈ CR èìååì z = Reiϕ,
0 ≤ ϕ ≤ pi/4, òàê ÷òî
|eiz2| = e−R2 sin 2ϕ ≤ e−(4R2/pi)ϕ,
ïîñêîëüêó sin 2ϕ ≥ 4ϕ/pi (0 ≤ ϕ ≤ pi/4). Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣
∫
CR
eiz
2
dz
∣∣∣∣∣ ≤ R
pi/4∫
0
e−(4R
2/pi)ϕ dϕ =
pi
4R
(1− e−R2)→ 0 (R→∞).
Äàëåå, åñëè z ∈ l, òî z = reipi/4, òàê ÷òî eiz2 = e−r2 . Ïîýòîìó
∫
l
eiz
2
dz = −eipi/4
R∫
0
e−r
2
dr.
Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, à òàê æå àêò, ÷òî
∞∫
0
e−x
2
dx =
√
pi
2
, ïåðåõîäÿ â (9.7) ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì
∞∫
0
eix
2
dx = eipi/4
√
pi
2
.
Âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, íàõîäèì èñêîìûå
èíòåãðàëû:
∞∫
0
cos x2 dx =
∞∫
0
sin x2 dx =
√
2pi
4
.
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Çàäà÷è
Èñïîëüçóÿ òåîðåìû î âû÷åòàõ, âû÷èñëèòü èíòåãðàëû:
9.1.
∫
l
zdz
(z − a)(z − b)(z − c) .
àññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà âíóòðè êîíòóðà íàõîäÿòñÿ îäíà, äâå
è òðè îñîáûå òî÷êè ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè.
9.2.
∫
|z|=3
ez
z2 + 4
dz.
9.3.
∫
|z=2|
dz
z10 + 1
.
9.4.
∫
|z−1|=1
dz
z4 + 1
. 9.5.
∫
|z−2|=2
zdz
(z − 1)(z − 2) .
9.6.
∫
|z−2|= 1
2
zdz
(z − 1)(z − 2) . 9.7.
∫
|z|=1
ezdz
z2(z2 + 9)
.
9.8.
∫
|z|=4
sin z
z2 + 9
dz.
9.9.
∫
|z|=1
dz
(z − a)n(z − b)n , n ∈ N, 0 ≤ |a| < 1 < |b|.
9.10.
∫
|z|=1
dz
(z − a)n(z − b)n , n ∈ N, 0 ≤ |a| < |b| < 1.
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9.11.
∫
|z|=1
sinn 1/z dz. 9.12.
∫
|z|=2
z + 1
ez + 1
dz.
9.13.
∫
|z|=4
z + 1
ez + 1
dz. 9.14.
∫
|z|=1
zn em/z dz.
Ïðèìåíÿÿ òåîðèþ âû÷åòîâ, âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåí-
íûå èíòåãðàëû.
9.15.
2pi∫
0
dϕ
cosϕ+ a
, a > 1. 9.16.
2pi∫
0
dϕ
5 + sinϕ
.
9.17.
2pi∫
0
dϕ
(a + b cosϕ)2
, a > b > 0. 9.18.
2pi∫
0
dϕ
(3 + cos2 ϕ)2
.
9.19.
2pi∫
0
dϕ
a2 + sin2 ϕ
, a > 0. 9.20.
2pi∫
0
sin2 ϕ
a + b cosϕ
dϕ a > b > 0.
9.21.
2pi∫
0
dϕ
1− 2a cosϕ+ a2 , |a| 6= 1.
9.22.
2pi∫
0
cos2 2ϕ
1− 2a cosϕ+ a2 dϕ, |a| < 1.
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9.23.
2pi∫
0
cos2 3ϕ
1− 2a cosϕ+ a2 dϕ, |a| < 1.
9.24.
pi∫
0
ctg(x− a) dx, Im a 6= 0.
Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû ïî áåñêîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó.
9.25.
∞∫
−∞
x2 + 1
x4 + 1
dx. 9.26.
∞∫
−∞
x4 + 1
x6 + 1
dx.
9.27.
∞∫
−∞
x2
(x2 + a2)2
dx. 9.28.
∞∫
−∞
dx
(x2 + a2)(x2 + b2)
.
9.29.
∞∫
0
dx
(x4 + 1)(x2 + 1)
. 9.30.
∞∫
0
dx
(x4 + 4)(x2 + 1)
.
9.31.
∞∫
0
dx
(x2 + 1)4
. 9.32.
∞∫
0
x sin x
x2 + b2
dx.
9.33.
∞∫
0
cos ax
(x2 + b2)2
dx. 9.34.
∞∫
0
sin x
x(x2 + 1)3
dx.
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9.35.
∞∫
−∞
cos ax
x2 + 2px+ q
dx. 9.36.
∞∫
−∞
cos ax
x2 + 2px+ q
dx.
9.37.
∞∫
0
cosx
x2 + 9
dx. 9.38.
∞∫
−∞
x sin x
x2 + 4x+ 20
dx.
9.39.
∞∫
−∞
x cosx
x2 + x+ 1
dx. 9.40.
∞∫
−∞
x− sin x
x3(x2 + a2)
dx.
9.41.
∞∫
−∞
sin2 ax
x2(x2 + b2)
dx. 9.42.
∞∫
−∞
x3 cos 3x
(x2 + 1)2
dx.
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Îòâåòû
9.1
2piai
(a− b)(a− c) , −
2pici
(c− a)(c− b) , 0.
9.2 åøåíèå. Ïîñêîëüêó âíóòðè êîíòóðà íàõîäÿòñÿ äâå îñîáûå òî÷êè
ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè  ïîëþñû ïåðâîãî ïîðÿäêà z1,2 = ±2i, òî,
ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ìîæåì çàïèñàòü∫
|z|=3
ez
z2 + 4
dz = 2pii
(
res [
ez
z2 + 4
; 2i ] + res [
ez
z2 + 4
; −2i ]
)
=
= 2pii
(
ez
2z
|z=2i + e
z
2z
|z=−2i
)
= 2pii
(
e2i
4i − e
−2i
4i
)
= pi2 (e
2i−e−2i) = pii sin 2 =
= pish2i.
9.3 åøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ óíêöèÿ f(z) =
1
z10 + 1
èìååò äåñÿòü
îñîáûõ òî÷åê zk = exp (
(2k + 1)pii
10
), k = 0, 1, ..., 9, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòû-
ìè ïîëþñàìè, ëåæàùèìè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òàê êàê ðàçëîæåíèå
óíêöèè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè èìååò âèä
1
z10 + 1
=
1
z10(1 + 1
z10
)
=
1
z10
(
1− 1
z10
+
1
z20
− ...
)
=
1
z10
− 1
z20
+
1
z30
−
..., 1 < |z| <∞, òî −c−1 = res
[
1
z10 + 1
;∞
]
= 0. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ
âòîðóþ òåîðåìó î âû÷åòàõ, ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî
9∑
k=0
res
 1
z10 + 1
; e
(2k + 1)pii
10
 = −res [ 1
z10 + 1
;∞
]
= 0.
Òàêèì îáðàçîì,∫
|z|=2
1
z10 + 1
dz = 2pii
9∑
k=0
res
 1
z10 + 1
; e
(2k + 1)pii
10
 = 0.
9.4 −pii
√
2
2
. 9.5 2pii. 9.6 4pii. 9.7
2pii
9
. 9.8
2pii
3
sh 3.
9.9 (−1)n · n(n+ 1)...(2n− 2)
(n− 1)! ·
2pii
(a− b)2n−1 . 9.10 0.
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9.11 2pii ïðè n = 1; 0 ïðè n > 1. 9.12 0. 9.13 −4pii.
9.14
pi
2
. 9.15
2pi√
a2 − 1 . 9.16
pi
2
. 9.17
2pia
(a2 − b2)3/2 .
9.18
7pi
√
3
72
. 9.19
2pi
a
√
a2 + 1
. 9.20
2pi
b2
(
a−
√
a2 − b2
)
.
9.21 åøåíèå. Îáîçíà÷èì èñõîäíûé èíòåãðàë I(a). Ïðîèçâîäÿ â íåì
çàìåíó z = eiϕ, dz = ieiϕ, dϕ = iz dϕ, cosϕ =
eiϕ + e−iϕ
2
=
z + 1
z
2
=
=
z2 + 1
2z
, ïîëó÷àåì I(a) =
∫
|z|=1
dz
iz
(
1− a z2+1
z
+ a2
) =
= −i
∫
|z|=1
dz
−az2 + a2z + z − a = i
∫
|z|=1
dz
a(z − a)(z − 1
a
)
. Òàê êàê ïðè ëþáîì
a, |a| 6= 1, âíóòðè êðóãà |z| < 1 íàõîäèòñÿ òîëüêî îäèí êîðåíü çíàìåíà-
òåëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé óíêöèè, òî ïðè |a| < 1 èìååì
I(a) =
2pii2
a
res
[
1
(z − a)(z − 1
a
)
; a
]
=
2pi
1− a2 , à åñëè |a| > 1, òî
I(a) =
2pii2
a
res
[
1
(z − a)(z − 1
a
)
;
1
a
]
=
2pi
a2 − 1 . Òàêèì îáðàçîì,
I(a) =

2pi
1− a2 , åñëè | a | < 1
2pi
a2 − 1 , åñëè | a | > 1
.
9.22 pi
(1 + a4)
1− a2 . 9.23 pi
(1 + a6)
1− a2 . 9.24 pii · sign Im a.
9.25 pi
√
2. 9.26
4
3
pi. 9.27
pi
2 a
. 9.28
pi (2a+ b)
2 a3 (a+ b)2 b
.
9.29
pi
4
. 9.30
pi
12
. 9.31
5pi
32
. 9.32
pi
2
e−ab.
9.33
pi
4
(1 + ab)
b3
e−ab. 9.34
pi
2
(
1− 7
4e
)
.
9.35
pi√
q − p2 e
−a
√
q−p2 cos ap, p2 < q.
9.36
pi√
q − p2 e
−a
√
q−p2 sin ap, p2 < q. 9.37
pi
6
e−3.
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9.38
pi
2
e−4(sin 2 + 2 cos 2). 9.39
pi√
3
e−
√
3
2 (
√
3 sin
1
2
− cos 1
2
).
9.40
pi
a4
(
a2
2
− a+ 1− e−a
)
. 9.41
pi
2b3
(
2ab− 1 + e−2ab).
9.42 −pi/ e3.
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